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Резюме. Дослiджується задача оптимального керування для
виродженої еволюцiйної варiацiйної нерiвностi з однорiдними по-
чатковими умовами у випадку, коли пов’язана з нею бiлiнiйна
форма не заволольняє умовам, що вимагаються для розв’язностi
таких еволюцiйних об’єктiв. Залучаючи нерiвнiсть Хардi-Пуанка-
ре, отримано достатнi умови, за яких наведена оптимiзацiйна за-
дача має єдиний розв’язок.
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1. Вступ
Основним об’єктом дослiдження даної роботи виступає задача оптималь-

ного керування для такої виродженої еволюцiйної варiацiйної нерiвностi з
однорiдними початковими умовами: знайти елемент y ∈ K такий, щоб спiв-
вiдношення

T∫
0

∫
Ω

v̇ · (v − y)ρdxdt+
T∫
0

∫
Ω

(∇y,∇(v − y))RNρdxdt ≥

≥
T∫
0

∫
Ω

f · (v − y)dxdt+
T∫
0

∫
ΓN

u · (v − y)dξdt

мало мiсце для всiх елементiв v ∈ K таких, що

v̇ ∈ L2(0, T ; (W 1,2(Ω; ΓD, ρdx))
∗),

v(0, x) = 0. Тут f — задане розподiлення, u — керування, ρ — невiд’ємна
вагова функцiя з властивостями ρ ∈ L1(Ω), ρ−1 ∈ L1(Ω) i ρ+ ρ−1 /∈ L∞(Ω),
K — опукла замкнена пiдмножина простору L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)), ΓD
та ΓN — двi пiдмножини додатної мiри такi, що ∂Ω = ΓD ∪ ΓN , ξ ∈ ΓN .

Для еволюцiйних варiацiйних нерiвностей “без виродження” iснує багато
результатiв про розв’язнiсть (див. [4, 5, 8]). Для розглянутих в роботi об’-
єктiв характерною рисою є той факт, що проблема їх розв’язностi суттєво
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залежить вiд властивостей вагової функцiї ρ. Дiйсно, оскiльки функцiя ρ
може бути необмеженою на областi Ω або досягати нуля на пiдмножинах
нульової мiри Лебега, то бiлiнiйна форма, пов’язана з нерiвнiстю, може
втрачати властивостi, виконання яких вимагається в теоремах про доста-
тнi умови розв’язностi розглянутих еволюцiйних об’єктiв. У свою чергу, це
призводить до таких наслiдкiв як неєдинiсть визначення розв’язку варiа-
цiйної нерiвностi, ефекту Лаврентьєва та iнше (див. [9, 10, 2, 3]).

Мета даної роботи полягає у визначеннi достатнiх умов на функцiю ρ,
за яких наведена задача оптимального керування мала б єдиний розв’я-
зок. Для цього в роботi залучається перетворення, за яким вихiдна задача
зводиться до проблеми оптимального керування параболiчною варiацiй-
ною нерiвнiстю з необмеженими коефiцiєнтами потенцiального типу, i за
нерiвнiстю типу Хардi-Пуанкаре дослiджується питання про iснування її
єдиного розв’язку.

2. Постановка задачi
Нехай Ω ∈ RN — обмежена вiдкрита пiдмножина з достатньо регулярною

межею ∂Ω i нехай 0 ∈ RN є внутрiшньою точкою множини Ω. Нехай далi
Q = (0, T )× Ω є цилiндром в R1 × RN , де T < +∞. Через Σ = (0, T )× ∂Ω
позначимо його бiчну поверхню.

Нехай функцiя ρ : Ω→ R задовольняє умови: ρ > 0 м.с. на Ω i при цьому

ρ ∈ L1(Ω), ρ−1 ∈ L1(Ω), ∇ ln ρ ∈ L2(Ω,RN ), ρ+ ρ−1 /∈ L∞(Ω). (1)

Отже, функцiю ρ можна ототожнити з мiрою Радона на Ω, поклавши
ρ(E) =

∫
E

ρ(x)dx для довiльної вимiрної множини E ⊂ Ω. Нагадаємо, що

невiд’ємною мiрою Радона на Ω називають невiд’ємну мiру Бореля, яка є
скiнченною на кожнiй компактнiй множинi. Всюди далi будемо вважати,
що iснує замкнена пiдмножина Ω∗ множини Ω така, що

dist(∂Ω∗, ∂Ω) = δ, ρ > σ м.с. в Ω \ Ω∗, i ρ ∈ L∞(Ω \ Ω∗) (2)

для деяких δ > 0 та σ > 0. Iнакше кажучи, припускається, що умови (1)
не є характерними для примежового шару множини Ω.

Надалi невiд’ємну функцiю ρ з властивостями (1)–(2) будемо називати
виродженою ваговою функцiєю i пов’язуватимемо з нею ваговi гiльбертовi
простори L2(Ω, ρdx) та L2(Ω, ρ−1dx), де зокрема L2(Ω, ρdx) є гiльбертовим
простором вимiрних функцiй f : Ω→ R, для яких

∥f∥L2(Ω,ρdx) = (f, f)L2(Ω,ρdx) =

∫
Ω

f2ρdx < +∞.

Нехай межа областi Ω розбита на двi пiдмножини додатної мiри ∂Ω =
= ΓD ∪ ΓN . Покладемо далi ΣD = (0, T ) × ΓD, ΣN = (0, T ) × ΓN . Введемо
до розгляду такi функцiональнi простори C∞

0 (RN ; ΓD) = {φ ∈ C∞
0 (RN ) :

φ = 0 на ΓD} та W 1,2(Ω; ΓD) як замикання C∞
0 (RN ; ΓD) вiдносно нор-

ми ∥y∥ =
(∫
Ω

y2dx+
∫
Ω

|∇y|2RNdx

)1/2

. Позначимо через W 1,2(Ω; ΓD, ρdx) та
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W 1,1(Ω,ΓD) замикання множини C∞
0 (RN ; ΓD) за нормами

∥y∥2W 1,2(Ω;ΓD,ρ dx)
:=

∫
Ω
y2ρ dx+

∫
Ω
|∇y|2RNρ dx,

∥y∥W 1,1(Ω,ΓD) = ∥y∥L1(Ω) + ∥∇y∥L1(Ω)N

вiдповiдно.
Нехай λ∗ = (N − 2)2/4. Тодi для довiльної вiдкритої обмеженої областi

Ω ⊂ RN з достатньо регулярною межею ∂Ω знайдеться стала величина
C(Ω) > 0 така, що∫

Ω

[
|∇y|2RN − λ∗

y2

|x|2RN

]
dx ≥ C(Ω)

∫
Ω
y2 dx, ∀ y ∈ H1

0 (Ω,ΓD). (3)

В лiтературi спiввiдношення (3) зазвичай називають нерiвнiстю типу Хардi-
Пуанкаре (див. [6]). Як випливає з (3), для довiльних y ∈ H1

0 (Ω,ΓD) та
λ ∈ R+ можна записати∫

Ω

[
|∇y|2RN − λ

y2

|x|2RN

]
dx

=

(
1− λ

λ∗

)∫
Ω
|∇y|2RNdx+

λ

λ∗

∫
Ω

[
|∇y|2RN − λ∗

y2

|x|2RN

]
dx ≥

≥
(
1− λ

λ∗

)∫
Ω
|∇y|2RNdx+

λC(Ω)

λ∗

∫
Ω
y2 dx. (4)

Отже, у випадку, коли 0 < λ < λ∗ вирази
(∫

Ω

[
|∇y|2RN − λ y2

|x|2
RN

]
dx

)1/2

i(∫
Ω

y2dx+
∫
Ω

|∇y|2RNdx

)1/2

є еквiвалентними нормами в просторi Соболєва

H1
0 (Ω,ΓD) =W 1,2

0 (Ω,ΓD).
Розглянемо непорожню опуклу замкнену в W 1,2(Ω; ΓD, ρdx) множину

K = {v| v ∈ W 1,2(Ω; ΓD, ρdx), v ≥ 0м.с. на ∂Ω}, що є також секвенцiйно
замкненою вiдносно збiжностi за нормою:

∥y∥2ρ :=
∫
Ω
y2ρ dx+

∫
Ω

∣∣∣∇y + y

2
∇ ln ρ

∣∣∣2
RN

ρ dx. (5)

Також розглянемо опуклу замкнену пiдмножину

K = {v| v ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)), v(t) ∈ K м.с.} =

= {v|v ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)), v ≥ 0м.с. на Σ}
простору L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)), що є також секвенцiйно замкненою вiд-
носно збiжностi за нормою:

∥y∥2ρ(0,T )
:=

T∫
0

∫
Ω
y2ρ dxdt+

T∫
0

∫
Ω

∣∣∣∇y + y

2
∇ ln ρ

∣∣∣2
RN

ρ dxdt. (6)
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Нехай yad ∈ L2(Q), f ∈ L2(0, T ;L2(Ω; ρ−1dx)) та u0 ∈ L2(0, T ;L2(ΓN ; ρ
−1dξ))

— заданi розподiлення, а U∂ — непорожня опукла замкнена пiдмножина в
L2(0, T ;L2(ΓN ; ρ

−1dξ)) така, що

U∂ = {u ∈ L2(0, T ;L2(ΓN ; ρ
−1dξ)) : ∥u− u0∥L2(0,T ;L2(ΓN ;ρ−1dξ)) ≤ R}, (7)

де ∥u∥2L2(0,T ;L2(ΓN ;ρ−1dξ)) =
T∫
0

∫
ΓN

u2ρ−1 dξdt, де ξ ∈ ΓN .

Для кожного фiксованого t ∈ [0, T ] розглянемо елiптичний оператор

A :W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)→ (W 1,2(Ω; ΓD, ρdx))
∗,

що визначається таким чином:

Ay = −
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
ρ(x)

∂y

∂xj

)
та для заданого f ∈ L2(0, T ;L2(Ω, ρ−1dx)) розглянемо таку задачу опти-
мального керування на границi для виродженого параболiчного рiвняння
з одностороннiми крайовими умовами:

I(u, y) =
1

2

∥∥∥∥y − yad√
ρ

∥∥∥∥2
L2(0,T ;L2(Ω,ρdx))

+
1

2
∥u∥2L2(0,T ;L2(ΓN ,ρ−1dξ)) → inf, (8)

ρ(x)
∂y

∂t
+Ay = f в Q, (9)

y|ΣD
= 0, (10)

∂y

∂nA

∣∣∣∣
ΣN

≥ u, (11)

y

(
∂y

∂nA
− u
)

= 0 на ΣN , (12)

y(0, x) = 0 в Ω, (13)

де ∂y
∂nA

=
n∑

i,j=1
ρ(x) ∂y∂xj cos(n, xi). Тобто маємо задачу пошуку пари функцiй

(u, y) такої, що

u ∈ U∂ ⊂ L2(0, T ;L2(ΓN , ρ
−1dξ)), y ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx))

та для якої мають мiсце спiввiдношення (9)–(13) i на якiй функцiонал (8)
досягав би свого найменшого можливого значення.

Зауважимо, що з огляду на властивостi функцiї ρ бiля межi областi Ω,
в якостi простору керувань можемо обрати саме простiр

L2(0, T ;L2(ΓN , ρ
−1dξ)) ⊂ L2(0, T ;L2(∂Ω, ρ−1dξ)) ⊂

⊂ L2(0, T ;H−1/2(ΓN , ρ
−1dξ))

(див. [5, теорема 3.2]).
Покажемо, що задачу оптимального керування (8)-(13) можна звести до

задачi оптимального керування для виродженої еволюцiйної варiацiйної
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нерiвностi. Для цього спочатку помножимо обидвi частини рiвняння (9) на
v ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω,ΓD, ρdx)) i застосуємо формулу Грiна. Матимемо:

T∫
0

∫
Ω

ρ(x)ẏvdxdt−
T∫
0

∫
Ω

n∑
i,j=1

∂

∂xi

(
ρ(x)

∂y

∂xj

)
vdxdt =

T∫
0

∫
Ω

fvdxdt

або

T∫
0

∫
Ω

ρ(x)ẏvdxdt+

T∫
0

∫
Ω

n∑
i,j=1

ρ(x)
∂y

∂xi

∂v

∂xj
dxdt−

T∫
0

∫
ΓN

∂y

∂nA
vdξdt=

T∫
0

∫
Ω

fvdxdt

Пов’яжемо з оператором A бiлiнiйну форму

π :W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)×W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)→ R,

що задається таким чином:

π(y, z) =

n∑
i,j=1

∫
Ω

ρ(x)
∂y

∂xi

∂z

∂xj
dx, ∀y, z ∈W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)

i, враховуючи умову (11), отримаємо:

T∫
0

∫
Ω

ρ(x)ẏvdxdt+
T∫
0

π(y, v)dt =
T∫
0

∫
Ω

fvdxdt+
T∫
0

∫
ΓN

∂y
∂nA

vdξdt ≥

≥
T∫
0

∫
Ω

fvdxdt+
T∫
0

∫
ΓN

uvdξdt.

(14)

Тепер помножимо рiвняння (9) на y ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω,ΓD, ρdx)). Застосо-
вуючи аналогiчнi до попереднiх мiркування, в силу (12), отримаємо:

T∫
0

∫
Ω

ρ(x)ẏydxdt+
T∫
0

π(y, y)dt =
T∫
0

∫
Ω

fydxdt+
T∫
0

∫
ΓN

∂y
∂nydξdt =

=
T∫
0

∫
Ω

fydxdt+
T∫
0

∫
ΓN

uydξdt.

(15)

Згiдно з [5, зауваження 1.6] маємо, що у випадку, коли K — замкнений опу-
клий конус в L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)) з вершиною в початку координат,
спiввiдношення (14), ∀v ∈ K, та (15) рiвносильнi спiввiдношенню

T∫
0

∫
Ω

ρ(x)ẏ(v − y)dxdt+
T∫
0

∫
Ω

N∑
i,j=1

ρ(x) ∂y∂xi

(
∂v
∂xj
− ∂y

∂xj

)
dxdt ≥

≥
T∫
0

∫
Ω

f(v − y)dxdt+
T∫
0

∫
ΓN

u(v − y)dξdt, ∀v ∈ K.
(16)
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Таким чином, приходимо до такої варiацiйної задачi:
T∫
0

∫
Ω

ρ(x)ẏ(v − y)dxdt+
T∫
0

∫
Ω

N∑
i,j=1

ρ(x) ∂y∂xi

(
∂v
∂xj
− ∂y

∂xj

)
dxdt ≥

≥
T∫
0

∫
Ω

f(v − y)dxdt+
T∫
0

∫
ΓN

u(v − y)dξdt, ∀v ∈ K,

y ∈ K, u ∈ U∂ ,
y(0, x) = 0 в Ω.

(17)

Однак, формулювання задачi (17) має сенс лише тодi, коли

ẏ(t) ∈ (W 1,2(Ω; ΓD, ρdx))
∗

м.с. (щоб вираз
T∫
0

∫
Ω

ρ(x)ẏ(v−y)dxdt мав сенс). Цю умову не завжди можна

реалiзувати, i тому потрiбно ослабити формулювання задачi (17).
Для цього розглянемо таке сiмейство елементiв v(t) ∈ K, що v̇ = dv

dt ∈
L2(0, T ; (W 1,2(Ω; ΓD, ρdx))

∗) та √ρv̇ ∈ L2(0, T ; (W 1,2(Ω; ΓD))
∗). Вiдмiтимо,

що множина таких функцiй є непорожньою, оскiльки такiй властивостi за-
довольняють, принаймнi, функцiї v(t) ∈ C∞

0 (Ω; ΓD) ⊂ W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)) ⊂
(W 1,2(Ω; ΓD, ρdx))

∗. Нехай

X =

T∫
0

∫
Ω

(ρv̇)(v − y)dxdt+
T∫
0

∫
Ω

(∇y,∇(v − y))RNρdxdt−

−
T∫
0

∫
Ω

f(v − y)dxdt−
T∫
0

∫
ΓN

u(v − y)dξdt.

Будемо мати

X =

T∫
0

∫
Ω

(ρẏ)(v − y)dxdt+
T∫
0

∫
Ω

(∇y,∇(v − y))RNρdxdt−

−
T∫
0

∫
Ω

f(v − y)dxdt−
T∫
0

∫
ΓN

u(v − y)dξdt+

+

T∫
0

∫
Ω

ρ(v̇ − ẏ)(v − y)dxdt ≥
T∫
0

∫
Ω

ρ(v̇ − ẏ)(v − y)dxdt.

Доведемо, що
T∫
0

∫
Ω

ρ(v̇ − ẏ)(v − y)dxdt ≥ 0. Проiнтегруємо цей вираз части-

нами.
T∫
0

∫
Ω

(v̇−ẏ)ρ(v−y)dxdt =
∫
Ω

ρ(x)(v−y)(v−y)dx|T0 −
T∫
0

∫
Ω

(v−y)ρ(x)(v̇−ẏ)dt =
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=

∫
Ω

ρ(x)(|v(T )− y(T )|2 − |v(0)− y(0)|2)dx−
T∫
0

∫
Ω

(v − y)ρ(v̇ − ẏ)dxdt.

Нехай v(0) = 0, тому 2
T∫
0

∫
Ω

ρ(v̇ − ẏ)(v − y)dxdt =
∫
Ω

ρ(x)|v(T )− y(T )|2dx ≥ 0

як iнтеграл вiд невiд’ємної функцiї.
З огляду на зробленi перетворення можемо перейти вiд вихiдної задачi

(8)–(13) до такої задачi оптимального керування для виродженої параболi-
чної нерiвностi:

I(u, y) =
1

2

∥∥∥∥y − yad√
ρ

∥∥∥∥2
L2(0,T ;L2(Ω,ρdx))

+
1

2
∥u∥2L2(0,T ;L2(ΓN ;ρ−1dξ)) → inf, (18)

T∫
0

∫
Ω

v̇ · (v − y)ρdxdt+
T∫
0

∫
Ω

(∇y,∇(v − y))RNρdxdt ≥

≥
T∫
0

∫
Ω

f · (v − y)dxdt+
T∫
0

∫
ΓN

u · (v − y)dξdt

∀v ∈ K, v̇ ∈ L2(0, T ; (W 1,2(Ω; ΓD, ρdx))
∗), v(0, x) = 0,

(19)

u ∈ U∂ , y ∈ K, (20)
y(0, x) = 0, x ∈ Ω. (21)

Таким чином, маємо “слабку” постановку задачi оптимального керування
для виродженої параболiчної варiацiйної нерiвностi: знайти таку пару фун-
кцiй (u0, y0) ∈ L2(0, T ;L2(ΓN ; ρ

−1dξ))× L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)), для якої
виконуються спiввiдношення (19)–(21) i на якiй функцiонал (18) досягав
би свого найменшого можливого значення.

3. Попереднiй аналiз задачi оптимального керування (18)–(21)

Твердження 1. Для довiльного елемента y ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx))
має мiсце представлення y = z√

ρ .

Доведення. Зафiксуємо довiльний елемент y ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)) i
покажемо, що z = y

√
ρ ∈ L2(0, T ;W 1,1(Ω; ΓD)) ∩ L2(0, T ;L2(Ω)). Дiйсно,

маємо

∥z∥2L2(0,T ;L2(Ω)) = ∥y
√
ρ∥2L2(0,T ;L2(Ω)) =

T∫
0

∫
Ω

y2ρdxdt ≤

≤
T∫
0

∫
Ω

y2ρdxdt+

T∫
0

∫
Ω

|∇y|2RNρdxdt = ∥y∥2L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD,ρdx))
.

Звiдки z ∈ L2(0, T ;L2(Ω)). Далi, розглянемо

∥z∥2L2(0,T ;W 1,1(Ω,ΓD)) =

T∫
0

∥z∥2W 1,1(Ω,ΓD))dt =
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=

T∫
0

∥z∥2L1(Ω)dt+

T∫
0

∥∇z∥2L1(Ω)Ndt+ 2

T∫
0

∥z∥L1(Ω)∥̇∇z∥L1(Ω)Ndt ≤

≤ 2

T∫
0

∥z∥2L1(Ω)dt+ 2

T∫
0

∥∇z∥2L1(Ω)Ndt =

= 2

T∫
0

∫
Ω

y
√
ρdx

2

dt+ 2

T∫
0

∫
Ω

∣∣∣√ρ(∇y + y

2
∇ ln ρ

)∣∣∣2
RN

dx

2

dt = I1 + I2.

Проаналiзуємо I1. Оскiльки∫
Ω

y
√
ρdx

2

≤

∫
Ω

dx

∫
Ω

y2ρdx

 = |Ω|

∫
Ω

y2ρdx

 ,

то

I1 ≤ 2|Ω|
T∫
0

∫
Ω

y2ρdxdt. (22)

Проаналiзуємо I2. Розглянемо∫
Ω

∣∣∣√ρ(∇y + y

2
∇ ln ρ

)∣∣∣2
RN

dx

2

≤

≤


∫

Ω

ρ|∇y|2RNdx

1/2

|Ω|1/2 ++
1

2

∫
Ω

y2ρdx

1/2∫
Ω

|∇ ln ρ|2RNdx

1/2

2

=

= |Ω|
∫
Ω

ρ|∇y|2RNdx+
1

4

∫
Ω

y2ρdx

∫
Ω

|∇ ln ρ|2RNdx

+

+|Ω|1/2
∫

Ω

ρ|∇y|2RNdx

1/2∫
Ω

y2ρdx

1/2∫
Ω

|∇ ln ρ|2RNdx

1/2

≤

≤ |Ω|
∫
Ω

ρ|∇y|2RNdx+
1

4

∫
Ω

y2ρdx

∫
Ω

|∇ ln ρ|2RNdx

+

+
1

2
|Ω|
∫
Ω

ρ|∇y|2RNdx+
1

2

∫
Ω

y2ρdx

∫
Ω

|∇ ln ρ|2RNdx

 ≤
≤ C

∫
Ω

ρ|∇y|2RNdx+

∫
Ω

y2ρdx

 .
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Тому

I2 ≤ 2C

 T∫
0

∫
Ω

ρ|∇y|2RNdxdt+

T∫
0

∫
Ω

y2ρdxdt

 . (23)

В силу (22) та (23) маємо

∥z∥2L2(0,T ;W 1,1(Ω,ΓD)) ≤ C1

 T∫
0

∫
Ω

ρ|∇y|2RNdxdt+

T∫
0

∫
Ω

y2ρdxdt

 =

= C1∥y∥2L2(0,T ;W 1,2(Ω,ΓD,ρdx))
.

Отже, z ∈ L2(0, T ;W 1,1(Ω,ΓD)). �
Аналогiчно до [7] маємо, що вiдображення

φ : L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx))→ L2(0, T ;W 1,1(Ω; ΓD) ∩ L2(Ω)),

що визначається як φ(y) = y
√
ρ, не є сюр’єктивним. Проте у просторi

L2(0, T ;W 1,1(Ω; ΓD) ∩ L2(Ω)) множина його образiв

φ(L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)))

є щiльною. Легко бачити, що для довiльного z ∈ L2(0, T ;C∞
0 (RN ,ΓD)) ⊂

L2(0, T ;W 1,1(Ω; ΓD)∩L2(Ω)), маємо z√
ρ ∈ L

2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)). Дiйсно,∥∥∥∥ z
√
ρ

∥∥∥∥2
L2(0,T ;W 1,2(Ω,ΓD,ρdx))

=

T∫
0

∫
Ω

z2 dxdt+

+

T∫
0

∫
Ω

∣∣∣∣ 1
√
ρ
∇z − z

2
√
ρ
∇ ln ρ

∣∣∣∣2
RN

ρ dxdt ≤

≤ ∥z∥2L2(0,T ;L2(Ω)) + 2

T∫
0

∫
Ω

|∇z|2RNdxdt+
1

2

T∫
0

∫
Ω

z2|∇ ln ρ|2RN dxdt ≤

≤ ∥z∥2L2(0,T ;L2(Ω)) + 2

T∫
0

∥|∇z|2RN ∥C(Ω)|Ω|dt+

+
1

2

T∫
0

∥z2∥C(Ω)∥∇ ln ρ∥2L2(Ω;RN )dt ≤ ∥z∥
2
L2(0,T ;L2(Ω))+

+2
√
T |Ω|

 T∫
0

∥|∇z|2RN ∥2C(Ω)dt

1/2

+

+
1

2

 T∫
0

∥z2∥2C(Ω)dt

1/2 T∫
0

∥∇ ln ρ∥4L2(Ω;RN )dt

1/2

=
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= ∥z∥2L2(0,T ;L2(Ω)) + 2
√
T |Ω|∥|∇z|2RN ∥L2(0,T ;C(Ω))+

+
1

2
∥z2∥L2(0,T ;C(Ω)) ·

 T∫
0

∥∇ ln ρ∥4L2(Ω;RN )dt

1/2

<∞.

Таким чином, внаслiдок встановленого результату та неперервностi вкла-
дення L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)) ⊂ L2(0, T ;W 1,1(Ω; ΓD) ∩ L2(Ω)), можемо ствер-
джувати, що iснує щiльна множина Dρ ⊂ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)) така, що
z√
ρ ∈ L

2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)) ∀z ∈ Dρ.
Далi розглянемо лiнiйне вiдображення

F : Dρ ⊂ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD))→ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)),

де Fz = z√
ρ . Оскiльки область визначення Dρ даного вiдображення є щiль-

ною множиною банахового простору L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)), то для F , як
щiльно визначеного оператора, iснує спряжений оператор

F∗ : D(F∗) ⊂ L2(0, T ; (W 1,2(Ω; ΓD, ρdx))
∗)→ L2(0, T ; (W 1,2(Ω; ΓD))

∗)

такий, що

⟨F∗v, z⟩L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD)) = ⟨v,Fz⟩L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD,ρdx))
,

∀ z ∈ Dρ i ∀ v ∈ D (F∗) ,

де D (F∗) — це множина тих елементiв v ∈ L2(0, T ; (W 1,2(Ω; ΓD, ρdx))
∗), що

∃C > 0 таке, що для всiх z ∈ Dρ має мiсце таке спiввiдношенння∣∣∣⟨v,Fz⟩L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD,ρdx))

∣∣∣ ≤ C∥z∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD)).

Зауважимо, що в загальному випадку, спряжений оператор F∗ не є щiльно
визначеним.

З огляду на отриманi результати зауважимо наступну властивiсть для
множини K. Оскiльки K є замкненою пiдмножиною простору L2(0, T ;Wρ),
де Wρ утворено як замикання простору фiнiтних функцiй C∞

0 (RN ; ΓD) за
нормою (5), то ∀y ∈ K маємо: y = Fz = z√

ρ , де z ∈ L2(0, T ;W 1,1(Ω; ΓD) ∩

L2(Ω)) та ∥y∥ρ(0,T )
=
∥∥∥ z√

ρ

∥∥∥
ρ(0,T )

< +∞ (за вихiдними припущеннями). Звiд-

си отримуємо, що z ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)). Дiйсно, ∀y ∈ L2(0, T ;Wρ) маємо

∥y∥2L2(0,T ;Wρ)
=

T∫
0

∫
Ω

y2(x)ρ(x) dxdt+

+

T∫
0

∫
Ω

∣∣∣∣∇y(x) + y(x)

2
∇ ln ρ(x)

∣∣∣∣2
RN

ρ(x) dxdt =

=

T∫
0

∫
Ω

(y
√
ρ)2dxdt+

T∫
0

∫
Ω

∣∣∣∣√ρ∇y + y

2
√
ρ
∇ρ
∣∣∣∣2
RN

dxdt =
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=

T∫
0

∫
Ω

(y
√
ρ)2 dxdt+

T∫
0

∫
Ω

|∇(√ρ y)|2RN dxdt = ∥z∥2L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD)).

Отже, K ⊂ F(Dρ).
Введемо до розгляду

Означення 1. Будемо казати, що ρ : Ω → R є ваговою функцiєю потен-
цiального типу, якщо ρ > 0 м.с. на Ω, ρ ∈ L1(Ω), ρ−1 ∈ L1(Ω), ∇ ln ρ ∈
L2(Ω;RN ) та iснують сталi Ĉ(Ω) > 0, C̃ > 0 i пiдобласть Ω∗ ⊂ Ω така,
що ρ ∈ C1(Ω \ Ω∗), де dist(∂Ω, ∂Ω∗) > δ при деякому δ > 0, i при цьому
виконуються нерiвностi

ρ(x) ≥ σ на Ω \ Ω∗ при деякому σ > 0, (24)

0 < −1

2

∂ ln ρ

∂n
≤ C̃ на ΣN ; (25)

−Ĉ(Ω) ≤ −△ ln ρ(x)− 1

2
|∇ ln ρ|2RN <

2λ∗
|x|2RN

=
(N − 2)2

2|x|2RN

в Ω. (26)

В даному випадку функцiю V (x) = −△ ln ρ(x) − 1
2 |∇ ln ρ|2RN будемо на-

зивати потенцiалом Хардi для вагової функцiї ρ.
Пов’яжемо з нерiвнiстю (19) бiлiнiйну форму

π(·, ·) : L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)× L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)→ R,

що визначається таким чином:

π(y, v) =

T∫
0

∫
Ω

(∇y,∇v)RNρdxdt.

Твердження 2. У випадку, коли ρ : Ω→ R є ваговою функцiєю потенцi-
ального типу, має мiсце спiввiдношення

π(Fz,Fv) = π1(z, v), (27)

де бiлiнiйна форма

π1(·, ·) : L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD))× L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD))→ R

визначається таким чином:

π1(z, v) =

T∫
0

∫
Ω

(∇z,∇v)RNdxdt−
1

2

T∫
0

∫
Ω

V (x)zvdxdt− 1

2

T∫
0

∫
ΓN

∂ ln ρ

∂n
zvdξdt,

(28)
де

V (x) = −△ ln ρ− 1

2
|∇ ln ρ|2RN . (29)
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Доведення. Iз [7] маємо, зокрема, що для z iз деякої щiльної пiдмножини
в просторi W 1,2(Ω; ΓD) елемент z√

ρ ∈W
1,2(Ω; ΓD, ρdx) та ∇y = ∇

(
z√
ρ

)
=

= 1√
ρ

(
∇z − z

2∇ ln ρ
)
. Беручи до уваги цi перетворення, той факт, що для v

та z iз Dρ ⊂ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)) маємо, що

Fz, Fv ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)),

та, враховуючи перетворення (29), будемо мати

π(Fz,Fv) =
T∫
0

∫
Ω

(∇(Fz),∇(Fv))RNρdxdt =

=

T∫
0

∫
Ω

(
∇
(
z
√
ρ

)
,∇
(
v
√
ρ

))
RN

ρdxdt =

=

T∫
0

∫
Ω

(
1
√
ρ
∇z − z

2
√
ρ
∇ ln ρ,

1
√
ρ
∇v − v

2
√
ρ
∇ ln ρ

)
RN

ρdxdt =

=

T∫
0

∫
Ω

(
∇z − z

2
∇ ln ρ,∇v − v

2
∇ ln ρ

)
RN

dxdt =

=

T∫
0

∫
Ω

(∇z,∇v)RNdxdt−
1

2

T∫
0

∫
Ω

(v∇z,∇ ln ρ)RNdxdt−

−1

2

T∫
0

∫
Ω

(∇ ln ρ, z∇v)RNdxdt+
1

4

T∫
0

∫
Ω

(z∇ ln ρ, v∇ ln ρ)RNdxdt =

=

T∫
0

∫
Ω

(∇z,∇v)RNdxdt−
1

2

T∫
0

∫
Ω

(∇(z · v),∇ ln ρ)RNdxdt+

+
1

4

T∫
0

∫
Ω

(z∇ ln ρ, v∇ ln ρ)RNdxdt =

=

T∫
0

∫
Ω

(∇z,∇v)RNdxdt−
1

2

T∫
0

∫
Ω

(
−zv△ ln ρ− 1

2
zv|∇ ln ρ|2RN

)
dxdt−

−1

2

T∫
0

∫
ΓN

∂ ln ρ

∂n
zvdξdt =

T∫
0

∫
Ω

(∇z,∇v)RNdxdt−
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−1

2

T∫
0

∫
Ω

V (x)zv − 1

2

T∫
0

∫
ΓN

∂ ln ρ

∂n
zvdξdt = π1(z, v).

�

Перейдемо у варiацiйнiй нерiвностi (19) до її еквiвалентного опису. Для
цього утворимо

K1 = {η ∈W 1,2(Ω; ΓD)|η =

=
√
ρy,∀y ∈ K ⊂W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)}

та
K1 = {η ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD))|η(t) ∈ K1 м.с.} =

=

{
η ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)) :

η =
√
ρy, ∀y ∈ K ⊂ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx))

}
,

якi за побудовою та вихiдними припущеннями є опуклими замкненими
пiдмножинами просторiв W 1,2(Ω; ΓD) та L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)) вiдповiдно.
Крiм того, очевидно, елемент η ∈ K1 успадковує властивостi слiду вздовж
межi областi ∂Ω вiд елементу y ∈ K. Далi, беручи до уваги крайову умо-
ву (11) для y ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx)), що має представлення y = z√

ρ ,
будемо мати

∂y

∂nA
=

N∑
i,j=1

ρ
∂

∂xj

(
z
√
ρ

)
cos(n, xi) =

N∑
i,j=1

√
ρ
∂z

∂xj
cos(n, xi)−

−1

2

N∑
i,j=1

√
ρ
∂ ln ρ

∂xj
z cos(n, xi) =

√
ρ
∂z

∂n
− 1

2

√
ρz
∂ ln ρ

∂n
,

де n — одиничний вектор зовнiшньої нормалi до бокової поверхнi ΣN . Та-
ким чином, для нової змiнної z має мiсце крайова умова типу Робiна:

∂z

∂n
− 1

2
z
∂ ln ρ

∂n
≥ u
√
ρ

на ΣN . (30)

Розглянемо задачу оптимального керування

J(p, z) =
1

2
∥z − yad∥2L2(Q) +

1

2
∥p∥2L2(ΣN ) → inf, (31)

T∫
0

∫
Ω

ẇ(w − z)dxdt+
T∫
0

∫
Ω

(∇z,∇w −∇z)RNdxdt− 1
2

T∫
0

∫
Ω

V (x)z(w − z)dxdt−

−1
2

T∫
0

∫
ΓN

∂ ln ρ
∂n z(w − z)dξdt ≥

T∫
0

∫
Ω

f√
ρ(w − z)dxdt+

T∫
0

∫
ΓN

p(w − z)dξdt,

∀w ∈ K1, ẇ ∈ L2(0, T ; (W 1,2(Ω; ΓD))
∗), w(0, x) = 0,

(32)
p ∈ P∂ , z ∈ K1, (33)

z(0, x) = 0, x ∈ Ω, (34)

29



Н. В. ЗАДОЯНЧУК

де p = u√
ρ , V (x) = −△ ln ρ− 1

2 |∇ ln ρ|2RN ,

P∂ :=

{
p ∈ L2(ΣN ) :

∥∥∥∥p− u0√
ρ

∥∥∥∥
L2(ΣN )

≤ R

}
.

Регулярнiсть задачi оптимального керування (31)–(34).
Тепер покажемо регулярнiсть задачi (31)–(34), тобто покажемо, що обрав-

ши в якостi вагової функцiї ρ : Ω→ R функцiю потенцiального типу, варiа-
цiйна нерiвнiсть (32) матиме принаймнi один розв’язок при кожному допу-
стимому керуваннi p ∈ P∂ . Для цього скористаємось аналогами вiдомих
результатiв Ж.-Л. Лiонса (див. [4, теорема 8.2, теорема 9.2]), якi стосую-
ться розв’язностi елiптичних та параболiчних варiацiйних нерiвностей.

Твердження 3. Нехай K — опукла замкнена необмежена множина се-
парабельного рефлексивного банахового простору V . Нехай π : V × V → R
— бiлiнiйна форма, для якої виконуються такi умови:

1) умова обмеженостi: ∃L > 0 таке, що |π(u, v)| ≤ L∥u∥V ∥v∥V , ∀u, v ∈
V ;

2) якщо uj → u слабко в V , uj , u ∈ K, i lim supπ(uj , uj − u) ≤ 0, то

lim inf π(uj , uj − v) ≥ π(u, u− v) ∀v ∈ V ; (35)

3) умова коерцитивностi: iснує таке v0 ∈ K, що

⟨π(v, v − v0⟩V
∥v∥V

→∞ при ∥v∥V →∞. (36)

Тодi для заданого f ∈ V ∗ iснує такий елемент u ∈ K, для якого має мiсце
варiацiйна нерiвнiсть

π(u, v − u) ≥ ⟨f, v − u⟩V ∀v ∈ K, (37)

де ⟨·, ·⟩V → R — канонiчне спарювання просторiв V ∗ та V .

Доведення. Нехай BR = {v| v ∈ V, ∥v∥V ≤ R}, KR = K∩BR. Оскiльки мно-
жинаKR опукла, замкнена i обмежена, то за [4, теорема 8.1] з вiдповiдними
змiнами в термiнах бiлiнiйної форми, iснує таке uR ∈ KR, що

π(uR, v − uR) ≥ ⟨f, v − uR⟩V ∀v ∈ KR. (38)

Виберемо R ≥ R0, де R0 таке, що ∥v0∥V ≤ R0. Тодi в (38) можна взяти
v = v0, звiдки в силу (36) випливає, що ∥uR∥V ≤ C. Звiдси та iз умови
1) теореми випливає, що можна вказати таку послiдовнiсть R → ∞, що
uR → u слабко в V та π(uR, v)→ π(u, v). Оскiльки K замкнена, то u ∈ K.

З iншого боку, π(uR, uR − u) ≤ ⟨f, uR − u⟩V , коли R ≥ ∥u∥V , так що
lim supπ(uR, uR − u) ≤ 0, i тому, в силу умови 2) теореми

lim inf π(uR, uR − v) ≥ π(u, u− v), (39)

а оскiльки

π(uR, uR − v) ≤ ⟨f, uR − v⟩V → ⟨f, u− v⟩V ∀v ∈ K,
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то iз (39) маємо, що

π(u, u− v) ≤ ⟨f, u− v⟩V ∀v ∈ K.
�

Твердження 4. Нехай V — рефлексивний банахiв простiр, H — гiльбер-
тiв простiр, причому V ⊂ H ⊂ V∗, K — замкнена опукла множина в V.
Нехай Λ — такий оператор, що

−Λ — iнфiнiтезимальний породжуючий оператор напiвгрупи
s 7→ G(s) в V,H,V∗, що є стискаючою напiвгрупою в H. (40)

Нехай бiлiнiйна форма π1 : V × V → R така, що для неї виконуються
умови 1), 2) та 3) з v0 ∈ K ∩ D(Λ;V∗) = {v| v ∈ K, v̇ ∈ V∗, v(0) = 0}
твердження 3 (див. [4] щодо визначення простору D(Λ;V∗)).

Нехай для Λ i K виконуються “умови узгодженостi”: ∀v ∈ K iснує деяка
”регуляризуюча” послiдовнiсть vj, що задовольняє умови:

(i) vj ∈ K ∩D(Λ;V∗),
(ii) vj → v в V, j →∞,
(iii) lim

j→∞
⟨Λvj , vj − v⟩V ≤ 0.

(41)

Тодi ∀f1 ∈ V∗ iснує розв’язок u ∈ K варiацiйної еволюцiйної нерiвностi

⟨Λv, v − u⟩V + π1(u, v − u) ≥ ⟨f1, v − u⟩V ∀v ∈ K ∩D(Λ;V∗). (42)

Доведення. 1) Спочатку зведемо нерiвнiсть

⟨Λu, v − u⟩V + π1(u, v − u) ≥ ⟨f1, v − u⟩V , v ∈ K
до елiптичної нерiвностi, замiнивши оператор Λ вiдповiдним рiзницевим
спiввiдношенням, описаним в [4]. Тобто доведемо, що iснує uh ∈ K — розв’я-
зок варiацiйної нерiвностi⟨

I −G(h)
h

uh, v − uh
⟩

V
+ π1(uh, v − uh) ≥ ⟨f1, v − uh⟩V , v ∈ K. (43)

Розглянемо бiлiнiйну форму π2 : V×V → R, що визначається таким чином:

π2(v, w) = π1(v, w) +

⟨
I −G(h)

h
v,w

⟩
V
, v, w ∈ V.

В силу виконання умов твердження 3 для π1 та властивостей рiзницевого
оператора, будемо мати, що π2 також задовольняє умови теореми 3. Тому
iснує розв’язок uh ∈ K нерiвностi (43).

2) Iз коерцитивностi π2 випливає, що uh → u слабко в V, а iз умови обме-
женостi для π1 одержуємо, що з точнiстю до пiдпослiдовностi π1(uh, v) →
π1(u, v). Iз (43) маємо, що⟨

I −G(h)
h

v, v − uh
⟩

V
+ π1(uh, v − uh) ≥ ⟨f1, v − uh⟩V , v ∈ K. (44)

Взявши v ∈ V ∩D(Λ;V∗), будемо мати:

lim supπ1(uh, uh) ≤ ⟨Λv, v − u⟩V + π1(u, v)− ⟨f1, v − u⟩V ,
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звiдки

lim sup
h→0

π1(uh, uh − u) ≤ π1(u, v − u)− ⟨f1, v − u⟩V + ⟨Λv, v − u⟩V
∀v ∈ K ∩D(Λ;V∗).

(45)

З iншого боку, взявши до уваги умови узгодженостi (41), будемо мати:

inf
v∈K∩D(Λ;V∗)

[π1(u, v − u)− ⟨f1, v − u⟩V + ⟨Λv, v − u⟩V ] ≤

≤ lim inf[π1(u, uj − u)− ⟨f1, uj − u⟩V + ⟨Λuj , uj − u⟩V ] ≤ 0.

Далi iз (45) випливає, що

lim sup
h→0

π1(uh, uh − u) ≤ 0. (46)

Оскiльки для бiлiнiйної форми π1 виконується умова 2) твердження 3, то
одержимо

lim inf
h→0

π1(uh, uh − v) ≥ π1(u, u− v) ∀v ∈ K. (47)

Проте, в силу (44), маємо

lim sup
h→0

π1(uh, uh − v) ≤

≤ ⟨Λv, v − u⟩V − ⟨f1, v − u⟩V ∀v ∈ K ∩D(Λ;V∗).
(48)

Iз (47) та (48) одержимо, що u задовольняє (42). �

По аналогiї з [4, теорема 9.4] можемо одержати

Твердження 5. Якщо в умовах твердження 4 ∀u, v ∈ K виконується

π1(u− v, u− v) ≤ 0⇒ u = v, (49)

то варiацiйна еволюцiйна нерiвнiсть (42) має єдиний розв’язок.

Встановимо такий результат.

Теорема 1. Нехай ρ : Ω → R+ є ваговою функцiєю потенцiального ти-
пу. Тодi при заданих f ∈ L2(0, T ;L2(Ω, ρ−1dx)) та p ∈ P∂ варiацiйна
нерiвнiсть (32) має єдиний розв’язок z = z(p, f) ∈ K1 такий, що z ∈
L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)).

Доведення. Покладемо

V =

{
w ∈W 1,2(Ω; ΓD) :

∫
Ω

[
|∇w|2RN −

1

2
V (x)w2

]
dx < +∞

}
, H = L2(Ω),

i покажемо, що в цьому випадку для нерiвностi (32) виконуються всi пе-
редумови твердження 5. Залучаючи мiркування з доведення теореми 3.2 iз
[1], будемо мати, що V =W 1,2(Ω; ΓD). Тому, поклавши

V = L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)),

в силу теореми Релiха-Кондрашова, будемо мати наступнi компактнi вкла-
дення:

L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)) ⊂ L2(0, T ;L2(Ω)) ⊂ L2(0, T ; (W 1,2(Ω; ΓD))
∗).
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За множину K iз твердження 5 можемо взяти множину K1, описану вище.
Вона задовольняє умови даного твердження.

Далi, згiдно твердження 2 маємо, що з нерiвнiстю (32) можна пов’язати
бiлiнiйну форму π1, визначену за правилом:

π1(z, w) =
T∫
0

∫
Ω

(∇z,∇w)RN dxdt−

−1
2

T∫
0

∫
Ω

zV (x)wdxdt− 1
2

T∫
0

∫
ΓN

∂ ln ρ
∂n zwdξdt ∀w ∈ K1.

(50)

Тодi, беручи до уваги спiввiдношення (24)–(26), теорему про слiди та не-
рiвнiсть Хардi-Пуанкаре, отримуємо: iснують C1, C2 > 0 такi, що:

|π1(z, w)| ≤ (1 + C1)∥z∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD))∥w∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD)), (51)

π1(z − w, z − w) ≥
T∫
0

∫
Ω

(∇(z − w))2RNdxdt−

−1
2

T∫
0

∫
Ω

V (x)(z − w)2dxdt− 1
2

T∫
0

∫
ΓN

∂ ln ρ
∂n (z − w)2dξdt ≥

≥ C2∥z − w∥2L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD)) > 0, ∀z ̸= w.

(52)

Отже, бiлiнiйна форма π1 : V × V → R є обмеженою та задовольняє умову
(49), а тому вона задовольняє умови 1) та 2) твердження 3. Крiм цього,
π1 : V × V → R є коерцитивною в сенсi

π1(z, z)

∥z∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD))
→ +∞, ∥z∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD)) →∞.

Для довiльного елемента w0 ∈ K1 ∩ D(Λ,V∗) згiдно (52) та оцiнки (51),
маємо

π1(z, z − w0) = π1(z, z)− π1(z, w0) ≥
≥ C2∥z∥2L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD)) − |π1(z, w0)| ≥

≥ C2∥z∥2L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD)) − (1 + C1)∥w0∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD))∥z∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD)).

Отже,
π1(z, z − w0)

∥z∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD))
→ +∞, ∥z∥L2(0,T ;W 1,2(Ω:ΓD)) →∞,

звiдки маємо виконання умови 3) твердження 3.
У випадку, коли Λ = d

dt , V = L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)), H = L2(0, T ;L2(Ω)),
K = K1, виконуються умови (40) та (41) (див. [4, приклад 9.2 та теорема
9.1]).

Оскiльки умова f ∈ L2(0, T ;L2(Ω, ρ−1dx)) гарантує належнiсть елемента
f√
ρ простору L2(0, T ;L2(Ω)), а умова u ∈ L2(0, T ;L2(ΓN , ρ

−1dξ)) гарантує,
що u√

ρ ∈ L
2(0, T ;L2(ΓN ) ∈ L2(0, T ;L2(∂Ω)), а простiр L2(0, T ;L2(Ω)) ком-

пактно вкладається в простiр L2(0, T ; (W 1,2(Ω; ΓD))
∗) та вкладення

L2(0, T ;L2(∂Ω)) ⊂ L2(0, T ; (W 1,2(Ω; ΓD))
∗)
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є щiльним, то f1, що задається таким чином:

⟨f1, v⟩L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD)) =

T∫
0

∫
Ω

fvdxdt+

T∫
0

∫
ΓN

uvdξdt, v ∈ K1,

визначене в L2(0, T ; (W 1,2(Ω; ΓD))
∗). Тому виконуються всi передумови твер-

дження 5. Отже, варiацiйна задача (32) має єдиний розв’язок z ∈ K1 при
кожному фiксованому допустимому керуваннi p ∈ P∂ . �

Еквiвалентнiсть задач (18)–(21) та (31)–(34)
Далi введемо до розгляду множини

Ξ1 = {(u, y) ∈ L2(0, T ;L2(ΓN , ρ
−1dξ))× L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD, ρdx))|

u та y пов’язанi спiввiдношеннями (19)− (21)}

та

Ξ2 = {(p, z) ∈ L2(0, T ;L2(ΓN ))× L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD))|
p та z пов’язанi спiввiдношеннями 32− (34)}

якi надалi будемо називати множинами допустимих розв’язкiв задач опти-
мального керування (18)–(21) та (31)–(34) вiдповiдно.

Означення 2. Будемо казати, що пари функцiй (u0, y0) ∈ Ξ1 та (p0, z0) ∈
Ξ2 є оптимальними розв’язками задач (18)–(21) та (31)–(34) вiдповiдно,
якщо

inf
(u,y)∈Ξ1

I(u, y) = I(u0, y0), inf
(p,z)∈Ξ2

J(p, z) = J(p0, z0).

Доведемо, що задачi оптимального керування (18)–(21) та (31)–(34) є в
певному сенсi еквiвалентними. Вiдтак, з регулярностi задачi (31)–(34), буде
випливати регулярнiсть задачi (18)–(21).

Теорема 2. Нехай ρ : Ω→ R+ є ваговою функцiєю потенцiального типу.
Нехай f ∈ L2(0, T ;L2(Ω, ρ−1dx)), yad ∈ L2(Q) є заданими функцiями. Тодi
допустима пара (p0, z0) ∈ Ξ2 є оптимальною в задачi (31)–(34) в тому i
тiльки в тому випадку, коли

(u0, y0) :=

(
√
ρp0,

z0
√
ρ

)
(53)

є розв’язком вихiдної задачi оптимального керування (18)–(19) на множи-
нi Ξ1. При цьому має мiсце рiвнiсть

inf
(p,z)∈Ξ2

J(p, z) = J(p0, w0) = I(u0, y0) = inf
(u,y)∈Ξ1

I(u, y). (54)

Доведення. Iз твердження 1 маємо, що для довiльного v ∈ K iснує елемент
w ∈ K1 такий, що v = Fw := w√

ρ . В силу твердження 2 маємо, що

π(y, v) = π1(z, w).
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Тодi
T∫
0

∫
Ω

v̇(v − y)ρdxdt =
T∫
0

∫
Ω

ẇ
√
ρ

(
w
√
ρ
− z
√
ρ

)
ρdxdt =

T∫
0

∫
Ω

ẇ(w − z)dxdt;

T∫
0

∫
Ω

f(v − y)dxdt =
T∫
0

∫
Ω

f

(
w
√
ρ
− z
√
ρ

)
dxdt =

T∫
0

∫
Ω

f
√
ρ
(w − z)dxdt,

T∫
0

∫
ΓN

u(v − y)dξdt =
T∫
0

∫
ΓN

u

(
w
√
ρ
− z
√
ρ

)
dxdt =

T∫
0

∫
ΓN

u
√
ρ
(w − z)dxdt.

Таким чином, приходимо до висновку, що y ∈ K є розв’язком варiацiйної
нерiвностi (19) тодi й лише тодi, коли z = √ρy ∈ K1 є розв’язком варiацiйної
нерiвностi (32).

Отже, розв’язки варiацiйних нерiвностей (19) та (32) пов’язанi спiввiдно-
шенням y = z√

ρ . Тепер означимо в просторi L2(0, T ;L2(ΓN , ρ
−1 dξ)) вiдобра-

ження G за правилом G(u) =
(
u√
ρ

)
i покажемо, що воно iзометрично вiд-

ображає простiр L2(0, T ;L2(ΓN , ρ
−1 dξ)) на простiр L2(0, T ;L2(ΓN )). Для

довiльного керування u ∈ L2(0, T ;L2(ΓN , ρ
−1 dξ)) маємо p = G(u), де

∥u∥2L2(0,T ;L2(ΓN ,ρ−1 dξ)) =

T∫
0

∫
ΓN

u2

ρ
dξdt =

T∫
0

∫
ΓN

p2dξdt = ∥p∥2L2(0,T ;L2(ΓN )),

Бiльше того, умова (33) гарантує еквiвалентнiсть тверджень:

u ∈ U∂ ⇔ p =
u
√
ρ
∈ P∂ .

Таким чином, (u, y) ∈ Ξ1 ⇔ (p, z) ∈ Ξ2.
Доведемо рiвнiсть (18) та (31) на вiдповiдних допустимих парах:

I(u, y) =
1

2

∥∥∥∥y − yad√
ρ

∥∥∥∥2
L2(0,T ;L2(Ω))

+
1

2
∥u∥2L2(0,T ;L2(ΓN ;ρ−1dξ) =

=
1

2
∥√ρy − yad∥2L2(0,T ;L2(Ω)) +

1

2
∥p∥2L2(0,T ;L2(ΓN )) = J(p, z),

що i гарантує виконання умови (54). �

4. Розв’язнiсть оптимiзацiйної задачi

Теорема 3. Нехай ρ : Ω→ R+ є ваговою функцiєю потенцiального типу.
Нехай f ∈ L2(0, T ;L2(Ω, ρ−1dx)), yad ∈ L2(Q) є заданими функцiями. Тодi
задача оптимального керування (18)–(21) має єдиний розв’язок (u0, y0) в
просторi L2(0, T ;L2(ΓN , ρ

−1dξ))× L2(0, T ; (W 1,2(Ω; ΓD, ρ dx)).
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Доведення. В силу теореми 2 задачi (18)–(21) та (31)–(34) є еквiвалентни-
ми. Тому для однозначної розв’язностi задачi (18)–(21) достатньо показати,
що задача (31)–(34) має єдиний розв’язок. Спочатку покажемо, що має мi-
сце неперервна залежнiсть розв’язку z вiд керування p в певному сенсi, а
саме покажемо, що вiдображення p 7→ z(p) простору L2(0, T ;L2(ΓN , ρ

−1dξ))
в L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)) є слабко неперервним. Дiйсно, нехай {pk}k∈N ⊂ P∂
— слабко збiжна послiдовнiсть керувань (iснування слабко збiжної послi-
довностi випливає iз компактностi множини P∂ в L2(ΣN )). Покажемо, що
вiдповiдна послiдовнiсть розв’язкiв {zk = z(pk)}k∈N нерiвностi (32) є обме-
женою, а вiдтак i слабко збiжною, в просторi L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)). Припу-
стимо вiд супротивного, що iснує {zkn}n∈N ⊂ {zk}k∈N, така що
∥zkn∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD)) → ∞ при n → ∞. Нагадаємо, що диференцiальний
оператор Λ = d

dt ми можемо наблизити рiзницевим оператором I−G(h)
h . В

силу умови 3) твердження 3 для π1 та властивостей оператора I−G(h)
h , ма-

ємо:

+∞←

T∫
0

∫
Ω

ẇ(zkn − w)dxdt

∥zkn∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD))
+

π1(zkn , zkn − v0)
∥zkn∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD))

≤

≤

T∫
0

∫
Ω

f/
√
ρ(zkn − v0)dxdt+

T∫
0

∫
ΓN

pkn(zkn − v0)dxdt

∥zkn∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD))
≤

≤
(
∥f/√ρ∥L2(0,T ;L2(Ω)) + ∥pkn∥L2(0,T ;L2(ΓN ))

)
∥zkn − v0∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD))

∥zkn∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD))
≤

≤
(
∥f/√ρ∥L2(0,T ;L2(Ω))+∥pkn∥L2(0,T ;L2(ΓN ))

)(
1+
∥v0∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD))

∥zkn∥L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD))

)
≤C,

для довiльного фiксованого елементу

v0 ∈ K1 ∩D(Λ;L2(0, T ; (W 1,2(Ω; ΓD, ρdx))
∗)),

оскiльки P∂ є компактною множиною простору L2(0, T ; (W 1,2(Ω; ΓD, ρdx))
∗).

Отже, приходимо до протирiччя. Далi, з обмеженостi послiдовностi
{zk = z(pk)}k∈N ⊂ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)) випливає її слабка збiжнiсть (з то-
чнiстю до пiдпослiдовностi) до деякого елементу z∗ ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)).

Нехай zk → z∗ слабко в L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)). Оскiльки множнина K1 є
замкненою i опуклою, то, за теоремою Мазура, вона є слабко замкненою.
Отже, z∗ ∈ K1. Покажемо, що (p, z∗) ∈ Ξ2, тобто z∗ = w(p), а отже, множи-
на Ξ2 є замкненою вiдносно топологiї слабкої збiжностi в L2(0, T ;L2(ΓN ))×
×L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)). Для цього перейдемо до границi у наступному спiв-
вiдношеннi:

T∫
0

∫
Ω

ẇ(zk − w)dxdt+ π1(zkn , zkn − w) ≤
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≤
T∫
0

∫
Ω

f
√
ρ
(zk − w)dxdt+

T∫
0

∫
ΓN

pk(zk − w)dξdt ∀w ∈ K1

i скористаємось компактнiстю вкладення

L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)) ⊂ L2(0, T ;L2(Ω))

та властивiстю напiвнеперервностi норми в L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)) вiдносно
слабкої збiжностi. В результатi будемо мати
T∫
0

∫
Ω

ẇ(z∗−w)dxdt+π1(z∗, z∗−w)=
T∫
0

∫
Ω

ẇ(z∗−w)dxdt+π1(z∗, z∗)−π1(z∗, w)=

=

T∫
0

∫
Ω

ẇ(z∗ − w)dxdt+ ∥z∗∥2L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD)) −
1

2

T∫
0

∫
ΓN

∂ ln ρ

∂n
(z∗)2dξdt−

−
T∫
0

∫
Ω

(∇z∗,∇w)RNdxdt+
1

2

T∫
0

∫
Ω

V (x)z∗wdxdt+
1

2

T∫
0

∫
ΓN

∂ ln ρ

∂n
z∗wdξdt ≤

≤
T∫
0

∫
Ω

ẇ(z∗ − w)dxdt+ (1 + C̃) lim
k→∞

∥zk∥2L2(0,T ;W 1,2(Ω;ΓD))−

− lim
k→∞

 T∫
0

∫
Ω

(∇zk,∇w)RNdxdt−
1

2

T∫
0

∫
Ω

V (x)zkwdxdt

−
− lim
n→∞

1

2

T∫
0

∫
ΓN

∂ ln ρ

∂n
zkwdξdt

 ≤
≤ lim

k→∞

 T∫
0

∫
Ω

ẇ(zk − w)dxdt+ π1(zk, zk − w)

 ≤
≤ lim

k→∞

 T∫
0

∫
Ω

f
√
ρ
(zk − w)dxdt+

T∫
0

∫
ΓN

pk(zk − w)dxdt

 =

=

 T∫
0

∫
Ω

f
√
ρ
(z∗ − w)dxdt+

T∫
0

∫
ΓN

p(z∗ − w)dxdt

 ,

∀w ∈ K1, ẇ ∈ L2(0, T ; (W 1,2(Ω))∗), w(0) = 0. Отже, (p, w∗) ∈ Ξ2 i тим самим
доведено слабку неперервнiсть вiдображення p 7→ z(p).

Вiдмiтимо, що функцiонал якостi (31) — строго опуклий, обмежений зни-
зу, коерцитивний та напiвнеперервний знизу на

L2(0, T ;L2(ΓN ))× L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD)).
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Отже, за теоремою 1.1 та 1.2 iз [5] iснує єдина пара

(p0, z0) ∈ L2(0, T ;L2(ΓN ))× L2(0, T ;W 1,2(Ω; ΓD))

така, що (p0, z0) ∈ Ξ2 i J(p0, z0) = inf
(p,w)∈Ξ2

, тобто (p0, z0) є оптимальною

парою для задачi (31)–(34). Таким чином, за теоремою 2, пара

(u0, y0) :=

(
√
ρp,

z
√
ρ

)
є єдиним оптимальним розв’язком для задачi (18)–(21), що i потрiбно було
встановити. �
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