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Вступ

Поняття стiйкостi у теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь має широ-
ке застосування у прикладних задачах, зокрема при дослiдженнi руху деяких
матерiальних систем.

Основним методом розв’язання задач стiйкостi є метод функцiй Ляпунова
(другий метод Ляпунова). Цей метод було запропоновано О. М. Ляпуновим
(пiд назвою «другий метод») у його працi «Общая задача об устойчивости
движения», яку вперше було опублiковано у 1892 роцi. Другий метод Ля-
пунова базується на застосуваннi допомiжних функцiй (функцiй Ляпунова).
Метод дозволяє робити висновок про характер поведiнки розв’язкiв системи
диференцiальних рiвнянь на пiдставi факту iснування деякої функцiї, яка
володiє певними властивостями. Перевага методу полягає в тому, що для
його застосування немає потреби у знаходженнi явного вигляду розв’язкiв
дослiджуваної системи. Метод функцiй Ляпунова виявився ефективним при
розв’язаннi як теоретичних, так i прикладних задач теорiї стiйкостi.

Природньо, другому метод Ляпунова передував перший метод [1–3], якому
i присвячена дана курсова робота.
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1 Основнi поняття i визначення стiйкостi по Ляпунову

Розглянемо систему звичайних диференцiальних рiвнянь

dx

dt
= f (x, t) , t ≥ t0 , (1)

де x =


x1
...
xn

 – n – вимiрний вектор стану об’єкта, f (x, t) =


f1 (x, t)

...
fn (x, t)


– вектор -функцiя розмiрностi n, яка задовольняє умовам теореми iснування
i єдиностi.

Без обмеження на загальнiсть мiркувань припустимо, що x(t) ≡ 0 – роз-
рахунковий розв’язок (незбурений рух). Дiйсно, якщо незбурений рух нену-
льовий x (t) = x̄(t, t0, x0), то замiною x = y+ x̄ ми приходимо до розглянутого
випадку

dy

dt
=
dx

dt
− dx̄

dt
= f (x, t)− f (x̄, t) = f (y + x̄, t)− f (x̄, t) = ϕ (y, t) . (2)

Для системи диференцiальних рiвнянь (2) незбурений рух y(t) ≡ 0, t ≥ t0.
Розв’язок x(t) ≡ 0, який дослiджується на стiйкiсть називається незбуре-

ним, iншi розв’язки будемо називати збуреними.

Означення 1. Незбурений розв’язок x(t) ≡ 0 системи диференцiальних рiв-
нянь (1) будемо називати стiйким по Ляпунову, якщо для будь-якого ε > 0

iснує δ = δ (ε, t0) , що ‖x (t, t0, x0)‖ < ε, t ≥ t0 лише тiльки ‖x0‖ < δ.

Означення 2. Незбурений розв’язок x(t) ≡ 0 називають асимптотично стiй-
ким по Ляпунову, якщо вiн стiйкий по Ляпунову, тобто виконується означе-
ння 7.1 i ‖x (t, t0, x0)‖ → 0 при t→∞.

Означення 3. Множину Ω(t0) = {x0 : ‖x (t, t0, x0)‖ → 0, t→∞} будемо на-
зивати множиною асимптотичної стiйкостi.

Означення 4. Якщо означення 1 не виконується, то незбурений розв’язок
x(t) ≡ 0 будемо називати нестiйким по Ляпунову.
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Для дослiдження питання стiйкостi iснує два методи Ляпунова.
Суть першого методу полягає в тому, що для аналiзу стiйкостi знаходи-

ться загальний розв’язок системи диференцiальних рiвнянь (1). По його виду
можна судити про стiйкiсть або не стiйкiсть розв’язку системи диференцi-
альних рiвнянь (1). Знайти загальний розв’язок системи диференцiальних
рiвнянь (1) важко, тому i не завжди можна використати цей метод.

В другому методi для дослiдження стiйкостi використовуються спецiальнi
функцiї, якi називаються функцiями Ляпунова. В цьому випадку загального
розв’язку можна не знати.

Саме про перший метод Ляпунова дослiдження стiйкостi розв’язку нор-
мальних систем звичайних диференцiальних рiвнянь i йтиме мова нижче.

2 Дослiдження стiйкостi лiнiйних нестацiонарних систем

Розглянемо лiнiйну систему однорiдних диференцiальних рiвнянь

dx

dt
= A (t)x, (3)

де A (t) = {aij (t)}ni,j=1, x =


x1
...
xn

.

Тодi розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння (3) можна записа-
ти у формi Кошi

x (t) = X (t, t0)x0, t ≥ t0, (4)

де X (t, t0) – фундаментальна матриця розв’язкiв, нормована по моменту t0

dX (t, t0)

dt
= A (t)X (t, t0) , X (t, t0) = E. (5)

Питання про стiйкiсть розв’язується шляхом аналiзу властивостей матри-
цi X (t, t0). Розглянемо наступнi випадки:
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а) матриця X (t, t0) = {xij(t, t0}ni,j=1 обмежена при t ≥ t0

‖X (t, t0)‖ ≤
n∑

i,j=1

|xij (t, t0)| ≤M, t ≥ t0.

В цьому випадку ‖x (t)‖ ≤ ‖X (t, t0)‖ ‖x0‖ < ε при ‖x0‖ < δ = ε
M . Тобто

при цих умовах незбурений розв’язок x(t) ≡ 0 є стiйким;
б) припустимо , що lim

t→∞
X (t, t0) = 0. В цьому випадку матриця X (t, t0)

обмежена при t ≥ t0 i розв’язок x(t) ≡ 0, t ≥ t0 є стiйким. Крiм цього з фор-
мули Кошi випливає, що ‖x (t)‖ → 0 при t → ∞. Таким чином, незбурений
розв’язок x(t) ≡ 0 є асимптотично стiйким;

в) нехай X (t, t0) – необмежена при t ≥ t0, тобто iснує зростаюча послi-
довнiсть чисел t0 ≤ t1 < t2 < . . . < tk < . . . така, що lim

k→∞
‖X(tk, t0)‖ =∞.

В цьому випадку, серед функцiй xij (t, t0) знайдеться хоча б одна xpl (tk, t0),
для якої lim

k→∞
|xpl (tk, t0)| =∞.

Розглянемо розв’язок x̄(t) з початковими умовами

x̄j (t0) = 0, j = 1, . . . , n, j 6= l, x̄l (t0) 6= 0.

Тодi розв’язок (координата ) x̄p (t) = xpl (t, t0) x̄l (t0) буде зростати при t→∞,
якi б малi по модулю початковi умови x̄l (t0) ми не взяли. Це означає, що
незбурений розв’язок x(t) ≡ 0 буде нестiйким.

Це ми показали достатнi умови стiйкостi. Покажемо, що цi умови явля-
ються необхiдними.

Дiйсно, припустимо, що незбурений розв’язок x(t) ≡ 0 є стiйким. Тодi

‖x (t)‖ < ε (6)

при t ≥ t0, лише тiльки ‖x0‖ < δ. Нерiвнiсть (6) означає, що величини

|xi (t)| =

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

xij (t, t0)xj (t0)

∣∣∣∣∣ (7)
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є обмеженими. Поклавши в (7)

xj (t0) = 0, j = 1, . . . , n, xk (t0) 6= 0

отримаємо

|xik (t, t0)| ≤
|xi (t)|
|xk (t0)|

≤ L = const, t ≥ t0. (8)

Звiдки
‖X (t, t0)‖ ≤ n2L, t ≥ t0, (9)

тобто, матриця X (t, t0) є обмеженою при t ≥ t0.
Якщо незбурений розв’язок x(t) ≡ 0 асимптотично стiйкий, то

lim
t→∞
|xi (t)| = 0, i = 1, 2, . . . , n

i з (8) випливає
lim
t→∞

X(t, t0) = 0.

Якщо незбурений розв’язок нестiйкий, то X (t, t0) необмежена матриця
при t ≥ t0, так як в противному з її обмеженостi випливає стiйкiсть незбуре-
ного розв’язку x(t) ≡ 0. Таким чином, ми довели наступну теорему.

Теорема 1. Для стiйкостi незбуреного розв’язку x(t) ≡ 0 лiнiйної однорiд-
ної системи диференцiальних рiвнянь (3) необхiдно i достатньо, щоб фун-
даментальна матриця X (t, t0) цiєї системи була обмежена при t ≥ t0;
для асимптотичної стiйкостi – необхiдно i достатньо, щоб

lim
t→∞

X(t, t0) = 0;

для нестiйкостi – необхiдно i достатньо, щоб фундаментальна матриця
була необмеженою при t ≥ t0.

Зауваження 1. Так як фундаментальна матриця X (t, t0) не залежить вiд
початкових умов x (t0), то всi розв’язки системи (3) будуть стiйкими або не-
стiйкими.
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3 Стiйкiсть розв’язку лiнiйних систем з сталими коефiцiєнта-
ми. Критерiй Гурвiца

Припустимо, що в системi (3) матриця A має постiйнi елементи, тодi
X (t, t0)=eA(t−t0) i умови стiйкостi можна виразити через матрицю A.

Вiдомо, що в цьому випадку лiнiйно незалежнi розв’язки системи дифе-
ренцiальних рiвнянь (3) мають вигляд:

а) x(i) (t) = h(i)eλit , i = 1, . . . , n для випадку, коли коренi вiдповiдного
характеристичного рiвняння λi дiйснi i рiзнi;

б) x (t) = e(α+itβ)
(
h(1) + h(2)

)
, x(1) (t) = Rex (t), x(2) = Imx (t) – коли

характеристичне рiвняння має пару комплексно спряжених коренiв α± iβ;
в) x(k) (t) =

(
h(1)tk−1 + · · ·+ h(k)

)
eλt, k = 1, . . . ,m – коли λ корiнь хара-

ктеристичного рiвняння кратностi m.
Аналiз розв’язкiв приводить до твердження.

Теорема 2. Незбурений розв’язок x(t) ≡ 0 системи диференцiальних рiв-
нянь (3) з постiйними коефiцiєнтами тодi i тiльки тодi є:

а) стiйким, якщо дiйснi частини характеристичного рiвняння

|λE − A| = 0 (10)

недодатнi, причому характеристичним числам з нульовими дiйсними ча-
стинами вiдповiдають одномiрнi клiтки Жордана. Тобто такi характери-
стичнi числа мають простi елементарнi дiльники;

б) асимптотично стiйким, якщо дiйснi частини коренiв характеристи-
чного рiвняння (10) всi вiд’ємнi;

в) нестiйким, якщо хоча б один з коренiв характеристичного рiвняння
(10) має додатну дiйсну частину, або хоча б одному кратному кореню з
нульовою дiйсною частиною вiдповiдала неодномiрна клiтка Жордана (таке
число має непростий елементарний дiльник).
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Розглянемо характеристичне рiвняння:

|λE − A| = a0λ
n + a1λ

n−1 + · · ·+ an = 0, a0 > 0. (11)

Складемо матрицю Гурвiца розмiрностi n× n:

Γ =


a1 a0 0 0

...
a3 a2 a1 a1

...
a5 a4 a3 a2

...
... ... ... ... ...

 ,

де ai = 0 при i>n.
Розглянемо послiдовнiсть головних мiнорiв

∆1 = a1, ∆2 =

∣∣∣∣∣ a1 a0

a3 a2

∣∣∣∣∣ , . . . , ∆n = |Γ| . (12)

Критерiй Гурвiца. Для того, щоб всi коренi характеристичного рiвнян-
ня (10) мали вiд’ємнi дiйснi частини необхiдно i достатньо, щоб послiдовнiсть
(12) була додатньою, тобто ∆i > 0 , i = 1, . . . , n .

4 Дослiдження стiйкостi за першим наближенням

Лема Гронуолла – Беллмана. Нехай функцiї u(t) i v(t)– неперевнi при
t ≥ t0, c > 0 – стала i при t ≥ t0 виконується нерiвнiсть

|u (t)| ≤ c+

∫ t

t0

|u (τ)| |v (τ)| dτ. (13)

Тодi при t ≥ t0 справедлива нерiвнiсть

|u (t)| ≤ c exp

∫ t

t0

|v (τ)| dτ. (14)
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Доведення. Помножимо обидвi частини нерiвностi (13) на |v (t)|

|u (t)| |v (t)| ≤ |v (t)|
(
c+

∫ t

t0

|u (τ)| |v (τ)| dτ
)

i позначимо α (t) =
∫ t
t0
|u (τ)| |v (τ)| dτ . Тодi з останньої нерiвностi отримаємо

dα

dt
≤ |v (t)| (c+ α) .

Так як c+ α > 0, то dα
c+α ≤ |v (t)| dt, ln(c+ α)− ln c ≤

∫ t
t0
|v(τ)| dτ .

Отже,

c+ α ≤ c exp

∫ t

t0

|v (τ)| dτ. (15)

Використовуючи, (13) i (15) отримаємо (14). Лема доведена.
Розглянемо систему звичайних диференцiальних рiвнянь

dx

dt
= f (x, t) (16)

(x(t) ≡ 0 – незбурений розв’язок), t ≥ t0.
Проводимо лiнеаризацiю системи диференцiальних рiвнянь (16) в околi точки
x(t) = 0

dx

dt
= A (t)x+R (x, t) , t ≥ t0, (17)

де A (x, t) = ∂f(x,t)
∂x |x=0 , R(x, t) = f(x, t)− A(t)x.

Стiйкiсть системи диференцiальних рiвнянь (16) в деяких випадках мо-
жна проаналiзувати за допомогою дослiдження стiйкостi лiнеаризованої си-
стеми (17). Припустимо, що

‖R (x, t)‖ ≤ α ‖x‖ , t ≥ t0, (18)

де постiйна α = α (δ) в достатньо малому околi нуля ‖x‖ < δ.

Теорема 3. Якщо фундаментальна матриця X (t, τ) однорiдної системи
при будь-якому τ ≥ t0 i t ≥ t0 задовольняє нерiвнiсть

‖X (t, τ)‖ ≤ ke−ρ(t−τ) (19)
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з додатними i незалежними вiд t, t0 константами k i ρ, то незбурений
розв’язок x(t) ≡ 0 асимптотично стiйкий при будь-якому виборi функцiї
R(x, t), яка задовольняє умовi (18), якщо α < ρ

k , причому для будь-якого
розв’язку x(t) системи лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь (16)
для якого ‖x (t0)‖ < δ

k виконується нерiвнiсть

‖x (t)‖ ≤ e−(ρ−αk)(t−t0)δ (20)

при t ≥ t0.

Доведення. Запишемо розв’язок системи звичайних диференцiальних рiв-
нянь (17) у виглядi

x (t) = X (t, t0)x (t0) +

∫ t

t0

X (t, τ)R (x, τ) dτ.

Звiдки

‖x (t)‖ ≤ ke−ρ(t−t0) ‖x (t0)‖+ kα

∫ t

t0

e−ρ(t−τ) ‖x (τ)‖ dτ,

‖x (t)‖ eρ(t−t0) ≤ k ‖x (t0)‖+ kα

∫ t

t0

eρ(τ−t0) ‖x (τ)‖ dτ.

Позначимо u(t) = ‖x(t)‖ eρ(t−t0), c = k ‖x(t0)‖, v = kα, u(τ) = eρ(t−τ) ‖x(τ)‖.
Тодi, згiдно леми

u(t) ≤ k ‖x (t0)‖ ekα(t−t0).

Отже,
‖x (t)‖ ≤ e−(ρ−kα)(t−t0)k ‖x (t0)‖ ≤ δe−(ρ−kα)(t−t0).

Теорема доведена.
Розглянемо автономну систему звичайних диференцiальних рiвнянь

dx

dt
= f (x) . (21)

Лiнеаризуємо систему (21) (f(0) = 0, t ≥ t0)

dx

dt
= Ax+R (x) , A = ∂f(x)

∂x

∣∣∣
x=0

, R (x) = f (x) − Ax. (22)
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Критерiй стiйкостi автономної системи за першим наближенням:
а). Якщо коренi характеристичного рiвняння (10) задовольняють умовi

Reλi < 0, i = 1, 2, . . . , n, то незбурений розв’язок x = 0 системи диференцi-
альних рiвнянь (21) асимптотично стiйкий;

б). Якщо серед коренiв характеристичного рiвняння (10) знайдеться хоча
б один з додатною дiйсною частиною, то незбурений розв’язок x = 0 системи
диференцiальних рiвнянь (21) нестiйкий;

в). Якщо лiнiйна система стiйка, тобто серед коренiв характеристичного
рiвняння (10) знайдуться деякi з нульовими дiйсними частинами, то незбу-
рений розв’язок x = 0 системи диференцiальних рiвнянь (21) може бути як
стiйкий так i не стiйкий.

5 Приклади

5.1 Приклад

Дослiдити на стiйкiсть за першим наближенням нульовий розв’язок си-
стеми: {

x′ = 2xy − x+ y,

y′ = 5x4 + y3 + 2x− 3y.
(23)

Перейдемо вiд нелiнiйної системи (23) до деякої лiнiйної системи зi ста-
лими коефiцiєнтами шляхом її лiнеаризацiї:{

x′ = (2y − 1)|(0,0)x+ (2x+ 1)|(0,0)y,
y′ = (20x3 + 2)|(0,0)x+ (3y2 − 3)|(0,0)y.

(24)

Безпосереднiми обчислення одержуємо, що система (24) набуде вигляду:{
x′ = −x+ y,

y′ = 2x− 3y.
(25)
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Матриця A, складена з коефiцiєнтiв системи (25) є такою:(
−1 1

2 −3

)
.

Власнi значення матрицi A шукаємо з характеристичного рiвняння:∣∣∣∣∣ −1− λ 1

2 −3− λ

∣∣∣∣∣ . (26)

Розв’язками (26) є такi значення параметру λ:

λ1 = −2 +
√

3, λ2 = −2−
√

3.

Оскiльки λ1 < 0 та λ2 < 0, то приходимо до висновку, що тривiальний
розв’язок системи диференцiальних рiвнянь (23) є асимптотично стiйким.

5.2 Приклад

Дослiдити на стiйкiсть за першим наближенням нульовий розв’язок си-
стеми: {

x′ = ex+2y − cos3y,
y′ =

√
4 + 8x− 2ey.

(27)

Iз системи (27) побудуємо еквiвалентну їй лiнiйну систему: x′ =
(
ex+2y + 3sin3x

∣∣
(0,0)

x+ 2ex+2y|(0,0)y,

y′ =
(

4√
4+8x

)
|(0,0)x− 2ey|(0,0)y.

(28)

Безпосереднiми обчислення одержуємо, що система (28) набуде вигляду:{
x′ = x+ 2y,

y′ = 2x− 2y,
(29)

з матрицею A вигляду: (
1 2

2 −2

)
.
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Розв’язками характеристичного рiвняння:∣∣∣∣∣ 1− λ 2

2 −2− λ

∣∣∣∣∣ . (30)

є такi значення параметру λ:

λ1 = 2, λ2 = −3.

Оскiльки λ1 > 0, то на основi критерiю про стiйкiсть, нестiйкiсть та
асимптотичну стiйкiсть нелiнiйних систем, робимо висновок, що тривiальний
розв’язок системи диференцiальних рiвнянь (27) є нестiйким.

5.3 Приклад

Дослiдити на стiйкiсть за першим наближенням нульовий розв’язок си-
стеми диференцiальних рiвнянь:

x′ = ex − e−3z,
y′ = 4z − 3sin(x+ y),

z′ = ln(1 + z − 3x).

(31)

Iз системи (31) побудуємо еквiвалентну їй лiнiйну систему:
x′ = ex|(0,0,0)x+ 3e−3z|(0,0,0)z,
y′ = −3cos(x+ y)|(0,0,0)x−−3cos(x+ y)|(0,0,0)y + 4z,

z′ = 3
1+z−3x |(0,0,0)x+ 1

1+z−3x|(0,0,0)z.
(32)

Безпосереднiми обчислення одержуємо, що система (32) набуде вигляду:
x′ = x+ 3z,

y′ = −3x− 3y + 4z,

z′ = −3x+ z,

(33)
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з матрицею A вигляду: 
1 0 3

−3 −3 4

−3 0 1

 .

Розв’язками характеристичного рiвняння:∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 0 3

−3 −3− λ 4

−3 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
є такi значення параметру λ:

λ1 = −3, λ2 = 1 + 3i, λ3 = 1− 3i.

ОскiлькиRe(λ2,3) = 1 > 0, то на основi критерiю про стiйкiсть, нестiйкiсть
та асимптотичну стiйкiсть нелiнiйних систем, робимо висновок, що тривiаль-
ний розв’язок системи диференцiальних рiвнянь (31) є нестiйким.

5.4 Приклад

Дослiдити на стiйкiсть за критерiєм Рауса–Гурвiца.
Нехай задано диференцiальне рiвняння:

y′′′ + 2y′′ + 2y′ + 3y = 0.

Запишемо вiдповiдне йому характеристичне рiвняння, яке матиме вигляд:

λ3 + 2λ2 + 2λ+ 3 = 0. (34)

Для встановлення стiйкостi заданого диференцiального рiвняння побуду-
ємо матрицю Гурвiца:

Γ =


2 1 0

3 2 2

0 0 3

 . (35)
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Обчислимо головнi мiнори матрицi (35) та визначимо їх знак:

∆1 = |2| > 0,∆2 =

∣∣∣∣∣ 2 1

3 2

∣∣∣∣∣ = 1 > 0,∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 0

3 2 2

0 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 > 0.

Одержанi результати кажуть про те, що згiдно з критерiєм Рауса–Гурвiца,
дiйснi частини усiх розв’язкiв характеристичного рiвняння (34) є вiд’ємними,
а тому розв’язки заданого диференцiального рiвняння є асимптотично стiй-
кими.

5.5 Приклад

Дослiдити на стiйкiсть за критерiєм Рауса–Гурвiца.
Нехай задано диференцiальне рiвняння:

yV + 2yIV + 4y′′′ + 6y′′ + 5y′ + 4y = 0.

Вiдповiдне йому характеристичне рiвняння матиме вигляд:

λ5 + 2λ4 + 4λ3 + 6λ2 + 5λ+ 4 = 0. (36)

Для встановлення стiйкостi заданого диференцiального рiвняння побуду-
ємо матрицю Гурвiца:

Γ =



2 1 0 0 0

6 4 2 1 0

4 5 6 4 2

0 0 4 5 6

0 0 0 0 4


. (37)

Обчислимо головнi мiнори матрицi (37) та визначимо їх знак:

∆1 = |2| > 0,∆2 =

∣∣∣∣∣ 2 1

6 4

∣∣∣∣∣ = 2 > 0,∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 0

6 4 2

4 5 6

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.
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Оскiльки головний мiнор третього порядку ∆3 = 0, то робимо висновок
про те, що розв’язок заданого диференцiального рiвняння не є асимптотично
стiйким.

Для визначення стiйкостi чи нестiйкостi розв’язку необхiдно застосувати
додатковi критерiї.
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Висновки

Таким чином, у курсовiй роботi розглянуто основнi поняття, що стосую-
ться стiйкостi систем диференцiальних рiвнянь. Основна увага зосереджена
встановлення стiйкостi за допомогою першого методу Ляпунова. Обґрунто-
вано та доведено основнi твердження та теореми, якi стосуються даної теми.

Теоретичнi викладки проiлюстровано прикладами. Насамперед, мною бу-
ло розв’язано п’ять прикладiв. У перших трьох з них стояло завдання ви-
значення стiйкостi нульового розв’язку нелiнiйної системи диференцiальних
рiвнянь за першим наближенням, а в рештi — застовування критерiю Рауса–
Гурвiца для дослiдження стiйкостi розв’язку диференцiальних рiвнянь вищих
порядкiв зi сталими коефiцiєнтами. На основi проведених обчислень, зробле-
но вiдповiднi висновки.
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