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1 Ââåäåíèå

Ïðè÷èíû âîçíèêíîâåíèÿ ñîöèàëüíûõ êîíôëèêòîâ ïîñòîÿííî ïðèâëåêàþò ê ñåáå âíèìà-

íèå èññëåäîâàòåëåé. Â ðàííèõ èññëåäîâàíèÿõ áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿëîñü íåðàâåíñòâó

â ðàñïðåäåëåíèè äîõîäîâ èíäèâèäîâ êàê ïðè÷èíå êîíôëèêòà ìåæäó ãðóïïàìè â îáùå-

ñòâå [1�3]. Äåéñòâèòåëüíî, èìóùåñòâåííîå íåðàâåíñòâî ñïîñîáíî îáóñëîâèòü àíòàãîíèçì

áåäíûõ è áîãàòûõ ñëîåâ îáùåñòâà; îäíàêî íåýêîíîìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè èíäèâèäîâ

òàêæå ìîãóò ñòàòü ôàêòîðàìè ðàçäåëåíèÿ îáùåñòâà íà îòäåëüíûå ãðóïïû.

Ñóùåñòâóþò äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà ê àíàëèçó ðàçíîîáðàçèÿ îáùåñòâà � ñ èñïîëüçî-

âàíèåì ìåð ôðàãìåíòèðîâàííîñòè îáùåñòâà [4�6] è ìåð ïîëÿðèçîâàííîñòè [7�9].

Ôðàãìåíòèðîâàííîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õàðàêòåðèñòèêó ðàçäðîáëåííîñòè îáùå-

ñòâà íà ãðóïïû ïî íåêîòîðîìó ïðèçíàêó. Ôðàãìåíòèðîâàííîñòü çàâèñèò òîëüêî îò ÷èñ-

ëà ãðóïï: ÷åì áîëüøå ÷èñëî ãðóïï, íà êîòîðûå ðàçäåëÿåòñÿ îáùåñòâî, òåì âûøå ìåðà

ôðàãìåíòèðîâàííîñòè. Ïîëÿðèçîâàííîñòü, â ñâîþ î÷åðåäü, ó÷èòûâàåò òàêæå ñòåïåíü

ñõîäñòâà ìåæäó ãðóïïàìè; ÷åì ìåíüøå ñõîäñòâî, òåì âûøå ïîëÿðèçîâàííîñòü è òåì

áîëüøå ñòåïåíü àíòàãîíèçìà â îáùåñòâå.

Ïîëÿðèçîâàííîñòü, êàê è ôðàãìåíòèðîâàííîñòü, ìîæåò èçìåðÿòüñÿ ïî ìíîãèì ïðè-

çíàêàì: äîõîäàì, ýòíè÷åñêîé, ðåëèãèîçíîé èëè ëèíãâèñòè÷åñêîé ïðèíàäëåæíîñòè, ïî-

ëèòè÷åñêèì ñèìïàòèÿì è ïð. [10].

Êëàññè÷åñêîé ðàáîòîé â îáëàñòè òåîðèè èçìåðåíèÿ ïîëÿðèçîâàííîñòè ñ÷èòàåòñÿ [7],

â êîòîðîé ïðåäëîæåíî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ïîëÿðèçîâàííîñòè1:

¾Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðîå îáùåñòâî ìîæåò áûòü ðàçäåëåíî íà ãðóïïû â

ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòîðûì íàáîðîì õàðàêòåðèñòèê òàêèì îáðàçîì, ÷òî ÷ëå-

íû êàæäîé ãðóïïû î÷åíü áëèçêè, à ÷ëåíû ðàçíûõ ãðóïï, íàîáîðîò, î÷åíü

ðàçëè÷íû. Â ýòîì ñëó÷àå îáùåñòâî íàçûâàþò ïîëÿðèçîâàííûì¿

Òàêèì îáðàçîì, ñòåïåíü ïîëÿðèçîâàííîñòè îáùåñòâà çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëüêî ñèëü-

íî ðàçëè÷àþòñÿ çíà÷åíèÿ âûáðàííûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ âûäåëåííûõ ãðóïï, à òàêæå îò

êîëè÷åñòâà è îòíîñèòåëüíîãî ðàçìåðà ãðóïï.

Ïîëÿðèçîâàííîñòü îáùåñòâà íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñ ñóùåñòâîâàíèåì ñîöèàëüíîãî íà-

ïðÿæåíèÿ è, êàê ñëåäñòâèå, ñ âåðîÿòíîñòüþ âîçíèêíîâåíèÿ ñîöèàëüíîãî êîíôëèêòà. Òà-

1Ïåðåâîä àâòîðà
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êèì îáðàçîì, ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ èçìåðåíèÿ ïîëÿðèçîâàííîñòè ïîçâîëèò äàòü êîëè÷å-

ñòâåííóþ îöåíêó íàïðÿæåííîñòè îáùåñòâà è ïðîãíîçèðîâàòü ñîöèàëüíûå êîíôëèêòû.

Íà äàííûé ìîìåíò ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî èçâåñòíûõ èíäåêñîâ ïîëÿðèçîâàííîñòè.

Òàê, èíäåêñ Ýñòåáàíà-Ðýÿ [7] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå èçâåñòíîãî èíäåêñà íåðà-

âåíñòâà Äæèíè. Â [9] áûë ââåäåí èíäåêñ Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî, â îñíîâó êîòîðîãî ëåãëà

èäåÿ î ãëàâíîì ìîìåíòå ñèñòåìû ñèë êàê ìåðå íåóðàâíîâåøåííîñòè ôèçè÷åñêîé ñèñòå-

ìû.

Ïîìèìî ìåð ïîëÿðèçîâàííîñòè øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû ìåðû áèïîëÿðèçîâàííîñòè.

Â òî âðåìÿ êàê ìåðà ïîëÿðèçîâàííîñòè îáùåñòâà îòðàæàåò ñòåïåíü ðàçäåëåíèÿ îáùåñòâà

ïî ãðóïïàì (íåçàâèñèìî îò ÷èñëà ãðóïï), âåëè÷èíà áèïîëÿðèçîâàííîñòè òåñíî ñâÿçàíà

ñ ïîíÿòèåì ¾ñðåäíåãî êëàññà¿ - ÷åì ìåíüøå ðàçìåð ñðåäíåãî êëàññà, òåì âûøå ñòåïåíü

áèïîëÿðèçîâàííîñòè îáùåñòâà, è íàîáîðîò. Èçâåñòíûì èíäåêñîì áèïîëÿðèçîâàííîñòè

ÿâëÿåòñÿ èíäåêñ Âîëüôñîíà-Ôîñòåðà [11], êîòîðûé, ïî àíàëîãèè ñ èíäåêñîì íåðàâåíñòâà

Äæèíè, ââîäèòñÿ êàê óäâîåííàÿ ïëîùàäü ïîä ïîëÿðèçàöèîííîé êðèâîé. Îáîáùåíèå èí-

äåêñà Âîëüôñîíà-Ôîñòåðà áûëî ïðåäëîæåíî â ñòàòüå [12]. Â ñòàòüå áûëà ñôîðìóëèðî-

âàíà ñèñòåìà àêñèîì, èç êîòîðûõ áûë ïîëó÷åí ÿâíûé âèä èíäåêñà áèïîëÿðèçîâàííîñòè.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå è ñðàâíåíèå èíäåêñîâ ïîëÿðèçî-

âàííîñòè â íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ñèòóàöèÿõ. Â ðàçäåëå 2 ïðèâåäåíà ôîðìóëèðîâêà

èíäåêñîâ. Â ðàçäåëå 3 ôîðìóëèðóþòñÿ ñâîéñòâà äëÿ èíäåêñîâ ïîëÿðèçîâàííîñòè, ïî-

ñëå ÷åãî â ðàçäåëå 4 ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå èíäåêñîâ ïðè ïîìîùè ñôîðìóëèðîâàííûõ

ñâîéñòâ. Â ðàçäåëå 5 ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäèôèêàöèè èíäåêñà Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî è

ïðîâîäèòñÿ åãî ñðàâíåíèå ñ èíäåêñîì Âàíãà-Öóè. Ðàçäåë 6 ïîñâÿùåí îáñóæäåíèþ ðå-

çóëüòàòîâ, â íåì ïåðå÷èñëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è âûâîäû. Â ðàçäåëå Ïðèëîæåíèè

ïðèâåäåíû äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì.
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2 Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçáèåíèå îáùåñòâà íà n ãðóïï, ïðè êîòîðîì i-òàÿ ãðóïïà íàõî-

äèòñÿ â òî÷êå yi ∈ [0, 1] è èìååò îòíîñèòåëüíûé ðàçìåð pi, òàê ÷òî
n∑
i=1

pi = 1.

Îäíîé èç êëàññè÷åñêèõ ðàáîò â òåîðèè ìåðû ïîëÿðèçîâàííîñòè ÿâëÿåòñÿ [7]. Â [7]

áûëà ïðåäëîæåíà ìîäåëü ¾èäåíòèôèêàöèè-îò÷óæäåíèÿ¿, ñîãëàñíî êîòîðîé êàæäûé èí-

äèâèä, ñ îäíîé ñòîðîíû, èäåíòèôèöèðóåò ñåáÿ ñî ñâîåé ãðóïïîé (ïðè÷åì ÷óâñòâî èäåí-

òèôèêàöèè âîçðàñòàåò ñ ðàçìåðîì ãðóïïû), à ñ äðóãîé ñòîðîíû - èñïûòûâàåò ÷óâñòâî

îò÷óæäåíèÿ ê ÷ëåíàì äðóãèõ ãðóïï (÷óâñòâî îò÷óæäåíèÿ âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ðàñ-

ñòîÿíèÿ ìåæäó ãðóïïàìè). Íà îñíîâå äàííîé ìîäåëè è ïðåäëîæåííîé â ñòàòüå ñèñòåìû

àêñèîì áûë âûâåäåí èíäåêñ ñëåäóþùåãî âèäà

ER = 2α+1

n∑
i=1

n∑
j=1

p1+αi pj |yi − yj| (1)

ãäå α ∈ (0, 1.6] - ïàðàìåòð ìîäåëè, õàðàêòåðèçóþùèé ñòåïåíü ¾ïîëÿðèçàöèîííîé ÷óâ-

ñòâèòåëüíîñòè¿ ñèñòåìû (ïðè α = 0 ER àíàëîãè÷åí èíäåêñó íåðàâåíñòâà Äæèíè).

Â [9] áûë ïðåäëîæåí àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä èçìåðåíèÿ ïîëÿðèçîâàííîñòè, êîòîðûé

áûë ïðèìåíåí äëÿ îöåíêè ïîëÿðèçîâàííîñòè ïàðëàìåíòñêèõ âûáîðîâ â Ôèíëÿíäèè â

1999 è 2003 ãîäàõ. Â îñíîâó ìåòîäà ëåãëà èäåÿ î ôèçè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêå ðàñïðå-

äåëåíèÿ ìàññ â ñèñòåìå � ñòàòè÷åñêîì ìîìåíòå [13]. Áûë ââåäåí èíäåêñ Àëåñêåðîâà-

Ãîëóáåíêî

AG0 = 2
n∑
i=1

pi |yi − c| (2)

ãäå c =

n∑
i=1

piyi

n∑
i=1

pi

- ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ ñèñòåìû.

Íèæå ïðè ðàñ÷åòàõ âìåñòî îðèãèíàëüíîãî èíäåêñà Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî (2) èñïîëü-

çîâàëàñü åãî ìîäèôèêàöèÿ

AG =
4

n

n∑
i=1

pi |yi − c| (3)

Îñíîâíîå îòëè÷èå èíäåêñà (3) îò (2) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè n → ∞ AG → 0, â òî

âðåìÿ êàê AG0 →
1

2
. Òàê êàê âî ìíîãèõ ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ ÷èñëî ãðóïï âåëèêî, óäîáíåå

èñïîëüçîâàòü èíäåêñ ñ íóëåâûì ïðåäåëüíûì çíà÷åíèåì: òàêîé èíäåêñ áóäåò ïîêàçûâàòü
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íèçêîå çíà÷åíèå ïîëÿðèçîâàííîñòè íå òîëüêî â ñëó÷àå åäèíñòâåííîé ãðóïïû (ñëó÷àé

íåïîëÿðèçîâàííîãî îáùåñòâà), íî è â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà ðàâíûõ ãðóïï.

Êàê óïîìèíàëîñü âî Ââåäåíèè, ñðåäè ìåð ïîëÿðèçîâàííîñòè ñëåäóåò îòäåëüíî âû-

äåëÿòü êëàññ ìåð áèïîëÿðèçîâàííîñòè. Ýòî ïîíÿòèå òåñíî ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì ñðåäíåãî

êëàññà [11, 14]: ÷åì ìåíüøå ðàçìåð ñðåäíåãî êëàññà, òåì áîëåå áèïîëÿðíî ðàñïðåäåëåíèå,

è òåì âûøå äîëæíî áûòü çíà÷åíèå ìåðû áèïîëÿðèçîâàííîñòè. Ñðåäè ìåð áèïîëÿðèçî-

âàííîñòè øèðîêî ðàñïðîñòðàíåí èíäåêñ Âîëüôñîíà-Ôîñòåðà [11]. Ïî àíàëîãèè ñ êðèâîé

Ëîðåíöà â òåîðèè ýêîíîìè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà, â [11] ââîäÿòñÿ êðèâûå ïîëÿðèçîâàííî-

ñòè: îáùåñòâî ñ ðàñïðåäåëåíèåì F áîëåå ïîëÿðèçîâàíî, ÷åì îáùåñòâî ñ ðàñïðåäåëåíèåì

G, åñëè êðèâàÿ ïîëÿðèçîâàííîñòè F ñòîõàñòè÷åñêè äîìèíèðóåò êðèâóþ ïîëÿðèçîâàííî-

ñòè G. Íà îñíîâå ýòîãî ââîäèòñÿ èíäåêñ ïîëÿðèçîâàííîñòè Âîëüôñîíà-Ôîñòåðà, êîòîðûé

ðàññ÷èòûâàåòñÿ êàê óäâîåííàÿ ïëîùàäü ïîä êðèâîé ïîëÿðèçîâàííîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà.

Â [11] âûâîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà äëÿ ðàñ÷åòà èíäåêñà Âîëüôñîíà-Ôîñòåðà

WF = (T −G)
µ

m
(4)

ãäå µ - ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðèçíàêà,m - ìåäèàííîå çíà÷åíèå ïðèçíàêà,G - èíäåêñ íåðàâåí-

ñòâà Äæèíè, T =
µ+ − µ−

µ
- îòíîñèòåëüíîå îòêëîíåíèå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ îò ìåäèàíû.

Çäåñü µ+ - ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðèçíàêà â îáëàñòè âûøå ìåäèàíû, µ− - ñðåäíåå çíà÷åíèå

ïðèçíàêà â îáëàñòè íèæå ìåäèàíû. Òàêæå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî T = 1 − 2L(0.5), ãäå

L(0.5) - çíà÷åíèå êðèâîé Ëîðåíöà â òî÷êå 0.5 [11].

Îáîáùåíèå èíäåêñà Âîëüôñîíà-Ôîñòåðà áûëî ñäåëàíî â [12]. Â ñòàòüå áûëà ââåäåíà

ñèñòåìà àêñèîì, íà îñíîâå êîòîðîé áûë âûâåäåí èíäåêñ ïîëÿðèçîâàííîñòè Âàíãà-Öóè

WT =
1

N

N∑
i=1

∣∣∣∣yi −mm

∣∣∣∣r =
n∑
i=1

pi

∣∣∣∣yi −mm

∣∣∣∣r (5)

Çäåñü m - ìåäèàííîå çíà÷åíèå ïðèçíàêà, N - ÷èñëî èíäèâèäîâ, n - ÷èñëî ãðóïï, r ∈ (0, 1)

- ïîêàçàòåëü ïîëÿðèçàöèîííîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè (÷åì áîëüøå çíà÷åíèå ñòåïåííîãî ïîêà-

çàòåëÿ r, òåì ÷óâñòâèòåëüíåå èíäåêñ ê îòêëîíåíèÿì ïðèçíàêîâ èíäèâèäîâ îò ìåäèàííîãî

çíà÷åíèÿ).

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ (1), (3) è (4), (5) ðàçëè÷íû.

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå èíäåêñîâ Ýñòåáàíà-Ðýÿ è Àëåñêåðîâà Ãîëóáåíêî ðàâíî åäèíè-

öå, è äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå äâóõ ìàêñèìàëüíî óäàëåííûõ äðóã îò äðóãà è ðàâíûõ ïî
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ðàçìåðó ãðóïï [7, 9]. Èíäåêñû Âàíãà-Öóè è Âîëüôñîíà-Ôîñòåðà íå îãðàíè÷åíû ñâåðõó:

èõ çíà÷åíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè â ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèÿ, íàçûâàåìîãî àáñîëþò-

íûì íåðàâåíñòâîì, êîãäà äëÿ îäíîãî èíäèâèäà çíà÷åíèå ïðèçíàêà ðàâíî åäèíèöå, à äëÿ

îñòàëüíûõ èíäèâèäîâ çíà÷åíèå ïðèçíàêà ðàâíî íóëþ.

Äàëåå ìû ñðàâíèâàåì ïîâåäåíèå èíäåêñîâ (1), (3), (4) è (5) â íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ

ñëó÷àÿõ è äåìîíñòðèðóåì âàæíûå ðàçëè÷èÿ ìåæäó íèìè.
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3 Ñâîéñòâà èíäåêñîâ ïîëÿðèçîâàííîñòè

Â äàííîì ðàçäåëå áóäóò ââåäåíû íåñêîëüêî ñâîéñòâ, êîòîðûì, íà íàø âçãëÿä, äîëæíû

óäîâëåòâîðÿòü èíäåêñû ïîëÿðèçîâàííîñòè. Ââåäåíèå è ïðîâåðêà òàêîãî ðîäà ñâîéñòâ

ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü ðàçëè÷èÿ ìåæäó èíäåêñàìè, ÷òî ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì ïðè

âûáîðå èíäåêñà äëÿ îöåíêè ïîëÿðèçîâàííîñòè â êîíêðåòíîì ñëó÷àå.

Ïåðâîå ñâîéñòâî óñòàíàâëèâàåò, ÷òî ïîëÿðèçîâàííîñòü äîëæíà óìåíüøàòüñÿ ñ ðîñòîì

÷èñëà ãðóïï, åñëè èõ ðàçìåð îäèíàêîâ.

Ñâîéñòâî 1. Ïóñòü îáùåñòâî ðàçáèòî íà n îäèíàêîâûõ ïî ðàçìåðó ãðóïï, ðàñïîëî-

æåííûõ íà îòðåçêå [0, 1] òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñîñåäíèå ãðóïïû îòñòîÿò äðóã îò äðó-

ãà íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ. Òîãäà ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà ãðóïï ïîëÿðèçîâàííîñòü

óìåíüøàåòñÿ è ïðè n→∞ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Ñâîéñòâî 2 óñòàíàâëèâàåòñÿ äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî n.. Åñëè, íàïðèìåð, â ñëó÷àå òðåõ

ãðóïï öåíòðàëüíàÿ ãðóïïà íàõîäèòñÿ ðîâíî â ñåðåäèíå (òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé 0.5), ìû

âîçâðàùàåìñÿ ê ñëó÷àþ ðàâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðåõ ãðóïï; îäíàêî ïðè ñìåùåíèè öåí-

òðàëüíîé ãðóïïû äî ïîëîæåíèÿ 0 èëè 1, öåíòðàëüíàÿ ãðóïïû ¾ñëèâàåòñÿ¿ ñ îäíîé èç

êðàéíèõ, ÷òî ïðèâîäèò ê ñëó÷àþ óæå äâóõ íåðàâíûõ ãðóïï. Òàêàÿ ñòðóêòóðà, â îòëè÷èå

îò ïåðâîé, íå èìååò ¾ñðåäíåãî êëàññà¿, è ïîòîìó áîëåå ïîëÿðèçîâàíà.

Ñâîéñòâî 2. Ïóñòü îáùåñòâî ðàçáèòî íà n îäèíàêîâûõ ïî ðàçìåðó ãðóïï, ïðè÷åì n

íå÷åòíî, è ñîñåäíèå ãðóïïû îòñòîÿò äðóã îò äðóãà íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ. Òåïåðü

ñìåñòèì ãðóïïó, çàíèìàþùóþ öåíòðàëüíîå ïîëîæåíèå, îò òî÷êè yn+1
2

íà ε, íå ïðå-

âûøàþùåå ïîëîâèíû ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ãðóïïàìè. Òîãäà ïîëÿðèçîâàííîñòü äîëæíà

óâåëè÷èâàòüñÿ ïðè óâåëè÷åíèè |ε|.

Äàëåå ââåäåííûå ñâîéñòâà áóäóò ïðîâåðåíû äëÿ ïðèâåäåííûõ âûøå èíäåêñîâ ïîëÿ-

ðèçîâàííîñòè.
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4 Ñðàâíåíèå èíäåêñîâ ïîëÿðèçîâàííîñòè â ñëó÷àå n

ðàâíûõ ãðóïï

Â äàííîì ðàçäåëå áóäóò ïðîâåðåíû ñôîðìóëèðîâàííûå â ðàçäåëå 3 ñâîéñòâà è ïîêàçàíû

âàæíûå ðàçëè÷èÿ â ïîâåäåíèè èíäåêñîâ ïîëÿðèçîâàííîñòè.

4.1 Ñðàâíåíèå èíäåêñîâ ïîëÿðèçîâàííîñòè â ñëó÷àå ðàâíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ

Îáðàòèìñÿ ê ñèòóàöèè, ðàññìîòðåííîé â ñâîéñòâå 1. Ïóñòü îáùåñòâî ðàçáèòî íà n îäè-

íàêîâûõ ïî ðàçìåðó ãðóïï, ðàñïîëîæåííûõ íà îòðåçêå [0, 1] òàêèì îáðàçîì, ÷òî äâå

ñîñåäíèå ãðóïïû îòñòîÿò äðóã îò äðóãà íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ (ðèñ.1). Òàêîå ðàñïðå-

äåëåíèå äàëåå áóäåì íàçûâàòü ¾ðàâíûì¿. Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî òàêîå ðàñïðåäåëåíèå

ìàëîâåðîÿòíî â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ, ýòîò ñëó÷àé èíòåðåñåí äëÿ ðàññìîòðåíèÿ: êàê áóäåò

ïîêàçàíî äàëåå, çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ íå÷óâñòâèòåëüíû ê ìàëûì îòêëîíåíèÿì îò ðàâíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ðèñ. 1. Ðàâíîå ðàñïðåäåëåíèå n ãðóïï

Òåîðåìà 1. Ðàññìîòðèì ðàâíîå ðàñïðåäåëåíèå s ãðóïï. Çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ Ýñòåáàíà-

Ðýÿ è Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî â ýòîì ñëó÷àå îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ERs è AGs.

Òîãäà ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ãðóïï çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ ïîëÿðèçîâàííîñòè áóäóò óìåíü-

øàòüñÿ, ò.å.
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• ERn+1 < ERn;

• AGn+1 < AGn.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé è ïîñëåäóþùèõ òåîðåì ïðèâåäåíî â ïðèëîæåíèè.

Òåîðåìà 1 îçíà÷àåò, ÷òî îáùåñòâî, ðàçäåëåííîå ïî êàêîìó-ëèáî ïðèçíàêó íà äâå ïî-

ëÿðíûå ãðóïïû, áóäåò áîëåå ïîëÿðèçîâàííûì, ÷åì îáùåñòâî, ðàçäåëåííîå íà íåñêîëüêî

îäèíàêîâûõ ãðóïï, ïðè ýòîì èíäåêñû ïîëÿðèçîâàííîñòè (1) è (3) ìîíîòîííî óáûâàþò ñ

ðîñòîì ÷èñëà ãðóïï. Ýòà òåîðåìà ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â [7, 9], î

òîì, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå èíäåêñîâ ïîëÿðèçîâàííîñòè äîñòèãàåòñÿ ïðè áèïîëÿð-

íîì ðàñïðåäåëåíèè.

Â îòëè÷èå îò èíäåêñîâ ïîëÿðèçîâàííîñòè Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî è Ýñòåáàíà-Ðýÿ, èí-

äåêñû áèïîëÿðèçîâàííîñòè íå óáûâàþò ìîíîòîííî ñ ðîñòîì ÷èñëà ãðóïï.

Òåîðåìà 2. Ðàññìîòðèì ðàâíîå ðàñïðåäåëåíèå s ãðóïï. Çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ Âîëüôñîíà-

Ôîñòåðà è Âàíãà-Öóè â ýòîì ñëó÷àå îáîçíà÷èì ÷åðåç WFs è WTs. Òîãäà

• ∀n > 1, ∀r ∈ (0, 1) WT2n > WT2n+2, WT2n−1 < WT2n+1, WT2n > WT2n+1;

• ∀n > 1 WF2n > WF2n−1 > WF2n+1, WF2n > WF2n+2.

Òåîðåìà 2 äåìîíñòðèðóåò ñðàçó íåñêîëüêî èíòåðåñíûõ îñîáåííîñòåé èíäåêñîâ áè-

ïîëÿðèçîâàííîñòè. Âî-ïåðâûõ, çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ áèïîëÿðèçîâàííîñòè çàâèñÿò îò òîãî,

÷åòíî èëè íå÷åòíî ÷èñëî ãðóïï â ñèñòåìå, ïðè÷åì â ñëó÷àå ÷åòíîãî êîëè÷åñòâà ãðóïï çíà-

÷åíèÿ èíäåêñîâ áîëüøå, ÷åì â ñëó÷àÿõ áëèæàéøèõ íå÷åòíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ýòî ìîæíî

îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ïðè íå÷åòíîì êîëè÷åñòâå ãðóïï ÿâíî ìîæíî âûäåëèòü ñðåäíèé êëàññ,

÷òî îçíà÷àåò íèçêóþ áèïîëÿðèçîâàííîñòü. Âî-âòîðûõ, åñëè èíäåêñ Âîëüôñîíà-Ôîñòåðà

íåìîíîòîííî óáûâàåò ñ ðîñòîì ÷èñëà ãðóïï, òî èíäåêñ Âàíãà-Öóè âåäåò ñåáÿ ñîâåðøåííî

èíà÷å: çíà÷åíèå èíäåêñà Âàíãà-Öóè áóäåò ðàñòè ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ãðóïï, åñëè ýòî

÷èñëî íå÷åòíî, è óáûâàòü, åñëè ÷èñëî ãðóïï ÷åòíî. Èíûìè ñëîâàìè, çíà÷åíèå èíäåêñà

Âàíãà-Öóè áóäåò òîëüêî óâåëè÷èâàòüñÿ ïðè ïåðåõîäàõ îò ðàñïðåäåëåíèÿ 2n− 1 ðàâíûõ

ãðóïï ê ðàñïðåäåëåíèþ 2n+1 ðàâíûõ ãðóïï, äàëåå îò 2n+1 ê 2n+3 è ò.ä. Ïðè ýòîì ïðè

ïåðåõîäàõ îò ðàñïðåäåëåíèÿ 2n ðàâíûõ ãðóïï ê ðàñïðåäåëåíèþ 2n + 2 ðàâíûõ ãðóïï,

äàëåå îò 2n+ 2 ê 2n+ 4 çíà÷åíèå èíäåêñà Âàíãà-Öóè áóäåò òîëüêî óìåíüøàòüñÿ.
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Íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î ïîâåäåíèè èíäåêñîâ â ñëó÷àå n ðàâíûõ ãðóïï äàíî íà

ðèñ.2. Íà ãðàôèêå âèäíî, ÷òî èíäåêñû Âîëüôñîíà-Ôîñòåðà è Âàíãà-Öóè ïðàêòè÷åñêè íå

ìåíÿþòñÿ ñ ðîñòîì ÷èñëà ãðóïï, õîòÿ, êàçàëîñü áû, óâåëè÷åíèå ÷èñëà ãðóïï äîëæíî ïðè-

âîäèòü ê çàìåòíîìó óìåíüøåíèþ ïîëÿðèçîâàííîñòè. Òàêæå ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè

èíäåêñû Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî è Ýñòåáàíà-Ðýÿ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè áîëüøèõ çíà÷å-

íèÿõ n, òî èíäåêñû áèïîëÿðèçîâàííîñòè ïðîäîëæàþò âàðüèðîâàòüñÿ âîêðóã íåêîòîðîãî

ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ. Ýòîò ôàêò îòðàæåí â òåîðåìå 3.

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü ïîâåäåíèÿ èíäåêñîâ îò êîëè÷åñòâà ãðóïï â ñëó÷àå ðàâíîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ α = 1.6, r = 0.5. Ðèñóíîê ïîëó÷åí ïðè ïîìîùè êîìïüþ-

òåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ñðåäå Matlab.

Òåîðåìà 3. Ðàññìîòðèì ðàâíîå ðàñïðåäåëåíèå n ãðóïï. Òîãäà ïðè n→∞

• ∀α ERn, AGn → 0;

• WTn → 1− r

2
;

• WFn →
1

6

Â òåîðåìå 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðåäåëüíûé ñëó÷àé áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà áåñêîíå÷íî ìà-

ëûõ ãðóïï, êîòîðûé ïîêàçûâàåò âàæíóþ îñîáåííîñòü èíäåêñîâ Âàíãà-Öóè è Âîëüôñîíà-
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Ôîñòåðà: â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå èõ çíà÷åíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê êîíå÷íîìó ÷èñëó, â ñëó÷àå èí-

äåêñà Âàíãà-Öóè çàâèñÿùåìó îò ïàðàìåòðà ïîëÿðèçàöèîííîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè r. Íà-

ïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå äâóõ ðàâíûõ ãðóïï èíäåêñ Âàíãà-Öóè ðàâåí åäèíèöå ïðè ëþáîì

çíà÷åíèè ïàðàìåòðà r; ïðè ýòîì åñëè çíà÷åíèå r áëèçêî ê íóëþ, òî ïðåäåëüíîå çíà÷å-

íèå èíäåêñà òàêæå áóäåò áëèçêî ê åäèíèöå, õîòÿ ãîâîðèòü î ïîëÿðèçîâàííîñòè â òàêîì

ñëó÷àå íå èìååò ñìûñëà. Àíàëîãè÷íî, èíäåêñ Âîëüôñîíà-Ôîñòåðà äîñòàòî÷íî ìåäëåííî

ìåíÿåòñÿ ïðè n > 3 (ñì. ðèñ.2), õîòÿ èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî ñòðóêòóðà, ñîñòîÿùàÿ èç

ìåíüøåãî ÷èñëà ðàâíûõ ãðóïï, äîëæíà áûòü áîëåå ïîëÿðèçîâàíà.

Òåîðåìû 1-3 ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû â âèäå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1. Ñâîéñòâî 1 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ èíäåêñîâ Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî è Ýñòåáàíà-

Ðýÿ è íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ èíäåêñîâ Âàíãà-Öóè è Âîëüôñîíà-Ôîñòåðà.

Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ èíäåêñîâ ïîëÿðèçîâàííîñòè è áèïîëÿðèçîâàííîñòè îòðàæåíû

â òåîðåìàõ 4 è 5.

Òåîðåìà 4. Ðàññìîòðèì ðàâíîå ðàñïðåäåëåíèå n ãðóïï. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå n∗(α),

÷òî

• ïðè n ≤ n∗ AGn < ERn, ò.å. çíà÷åíèå èíäåêñà Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî ìåíüøå

çíà÷åíèÿ èíäåêñà Ýñòåáàíà-Ðýÿ;

• ïðè n > n∗ AGn > ERn, ò.å. çíà÷åíèå èíäåêñà Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî áîëüøå çíà-

÷åíèÿ èíäåêñà Ýñòåáàíà-Ðýÿ;

Òåîðåìà 5. Ðàññìîòðèì ðàâíîå ðàñïðåäåëåíèå n ãðóïï. Òîãäà ∀n > 1, r ∈ (0, 1) WTn >

> WFn, ò.å. íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà r èíäåêñ Âàíãà-Öóè ìàæîðèðóåò

èíäåêñ Âîëüôñîíà-Ôîñòåðà.

4.2 Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ èíäåêñîâ â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæå-

íèÿ öåíòðàëüíîé ãðóïïû ïðè íå÷åòíîì n

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñëó÷àþ, ðàññìîòðåííîìó â ñâîéñòâå 2. Ðàññìîòðèì ðàâíîå ðàñïðå-

äåëåíèå n ãðóïï ïðè íå÷åòíîì çíà÷åíèè n. Ïóñòü ãðóïïà, çàíèìàþùàÿ öåíòðàëüíîå

ïîëîæåíèå, ìîæåò îòêëîíÿòüñÿ îò òî÷êè yn+1
2

íà ε, íå ïðåâûøàþùåå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
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ãðóïïàìè (ðèñ.3). Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ çàâèñèìîñòè çíà÷åíèé èíäåêñîâ îò ïîëîæå-

íèÿ öåíòðàëüíîé ãðóïïû ïðåäñòàâëåíû â òåîðåìàõ 6-7.

Ðèñ. 3. Öåíòðàëüíàÿ ãðóïïà çàíèìàåò ïîëîæåíèå x ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ãðóïïàìè

(ñëó÷àè òðåõ è ïÿòè ãðóïï)

Òåîðåìà 6. Ðàññìîòðèì ðàâíîå ðàñïðåäåëåíèå n ãðóïï, ãäå n - íå÷åòíîå. Ïóñòü òåïåðü

öåíòðàëüíàÿ ãðóïïà çàíèìàåò íåêîòîðîå ïîëîæåíèå displaystylex ∈
[

n−3
2(n−1) ,

n+1
2(n−1)

]
ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ãðóïïàìè. Òîãäà, íåçàâèñèìî îò ïîëîæåíèÿ öåíòðàëüíîé

ãðóïïû x, ER =

(
2

n

)1+α
n+ 1

3
.

Çàìå÷àíèå. Â [7] áûë ïðåäëîæåí âûâîä èíäåêñà Ýñòåáàíà-Ðýÿ èç ñèñòåìû òðåõ àêñè-

îì. Ïðè ýòîì â îäíîé èç àêñèîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, áëèçêèé ê ñëó÷àþ èç òåîðåìû 4.

Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó àêñèîìû èç [7] : ¾Äàíû 3 ãðóïïû (p, q, r) >> 0, p > r, x > |y−x|.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî åñëè ãðóïïà ðàçìåðà q ñìåùàåòñÿ âïðàâî (â íàïðàâ-

ëåíèè r) íà ðàññòîÿíèå, íå ïðåâûøàþùåå ε, ïîëÿðèçîâàííîñòü âîçðàñòàåò¿.2 Àêñèîìà

ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà ðèñ.4.

Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî â óñëîâèè àêñèîìû ïîëàãàåòñÿ p > r, ïðè âûâîäå èíäåêñà îñó-

ùåñòâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä r → p, q → p è ïîëàãàåòñÿ p = q = r. Ïðè ýòîì

âîçðàñòàíèå èíäåêñà ïîëÿðèçîâàííîñòè ïîäìåíÿåòñÿ åãî íåóáûâàíèåì. Òàêèì îáðàçîì,

óæå ïðè âûâîäå èíäåêñà äåëàåòñÿ äîïóùåíèå î òîì, ÷òî âîçìîæåí ñëó÷àé, îïèñàííûé â

òåîðåìå 6.

Òåîðåìà 7. Ðàññìîòðèì ðàâíîå ðàñïðåäåëåíèå n ãðóïï, ãäå n - íå÷åòíîå. Ïóñòü òåïåðü

öåíòðàëüíàÿ ãðóïïà çàíèìàåò íåêîòîðîå ïîëîæåíèå x ∈
[
n− 3

2(n− 1)
,
n+ 1

2(n− 1)

]
ìåæäó

äâóìÿ ñîñåäíèìè ãðóïïàìè. Òîãäà èíäåêñ Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî äîñòèãàåò ìèíèìàëü-

íîãî çíà÷åíèÿ ïðè x = 0.5 è ìàêñèìàëüíîãî ïðè x =
n− 3

2(n− 1)
, x =

n+ 1

2(n− 1)
.

2Ïåðåâîä àâòîðà
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Ðèñ. 4. Àêñèîìà 2 äëÿ èíäåêñà Ýñòåáàíà-Ðýÿ

Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ èíäåêñîâ áèïîëÿðèçîâàííîñòè â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ

öåíòðàëüíîé ãðóïïû x äàåò èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû: îêàçûâàåòñÿ, èíäåêñû Âàíãà-Öóè

è Âîëüôñîíà-Ôîñòåðà íå ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî öåíòðà è ìîíîòîííî óáûâàþò ñ

ðîñòîì x. Ýòîò ôàêò îòðàæåí â òåîåðåìå 8.

Òåîðåìà 8. Ðàññìîòðèì ðàâíîå ðàñïðåäåëåíèå n ãðóïï, ãäå n - íå÷åòíîå. Ïóñòü òåïåðü

öåíòðàëüíàÿ ãðóïïà çàíèìàåò íåêîòîðîå ïîëîæåíèå x ∈
[
n− 3

2(n− 1)
,
n+ 1

2(n− 1)

]
ìåæäó

äâóìÿ ñîñåäíèìè ãðóïïàìè. Òîãäà èíäåêñû WT è WF ìîíîòîííî óáûâàþò ñ ðîñòîì

x.

Òîò ôàêò, ÷òî â ñèììåòðè÷íûõ ñëó÷àÿõ èíäåêñû áèïîëÿðèçîâàííîñòè ìîãóò ïðèíè-

ìàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ, áûë â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàí â [14]

Íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå òåîðåì 6-8 äàíî íà ðèñ.5. Âèäíî, ÷òî çíà÷åíèå èíäåêñà

Ýñòåáàíà-Ðýÿ ïîñòîÿííî, èíäåêñ Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ïî-

ëîæåíèÿ x = 0.5, à èíäåêñû áèïîëÿðèçîâàííîñòè ìîíîòîííî óáûâàþò ñ ðîñòîì x.

Òåîðåìû 6-8 ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû â âèäå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 2. Ñâîéñòâî 2 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ èíäåêñà Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî è íå âû-

ïîëíÿåòñÿ äëÿ èíäåêñîâ Ýñòåáàíà-Ðýÿ, Âîëüôñîíà-Ôîñòåðà è Âàíãà-Öóè.

4.3 Îöåíêà ðåàêöèè èíäåêñîâ íà ìàëîå âîçìóùåíèå

Â òåîðåìàõ 1-5 ðàññìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé ðàâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ n ãðóïï, êîãäà âñå ãðóïïû

èìåþò îäèíàêîâûé ðàçìåð è ñîñåäíèå ãðóïïû óäàëåíû äðóã îò äðóãà íà ðàâíûå ðàññòî-

ÿíèÿ; â òåîðåìàõ 6-8 ðàññìàòðèâàëñÿ ñõîæèé ñëó÷àé, êîãäà ïðè ðàâíîì ðàñïðåäåëåíèè
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Ðèñ. 5. Ïîâåäåíèå èíäåêñîâ â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ öåíòðàëüíîé ãðóïïû x â ñëó÷àå

òðåõ ðàâíûõ ãðóïï (α = 1.6, r = 0.5)

ëèøü îäíà öåíòðàëüíàÿ ãðóïïà îòêëîíÿëàñü îò ñâîåãî ïîëîæåíèÿ. Ñëó÷àé ðàâíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ îêàçàëñÿ óäîáåí ïðè àíàëèòè÷åñêîì ñðàâíåíèè èíäåêñîâ, îäíàêî îí ìàëîâå-

ðîÿòåí â ðåàëüíûõ ñîöèàëüíûõ ñèñòåìàõ. Â äàííîì ñëó÷àå óìåñòíî ïîñòàâèòü âîïðîñ î

÷óâñòâèòåëüíîñòè èíäåêñîâ ê íåáîëüøèì îòêëîíåíèÿì ðàñïðåäåëåíèÿ îò ðàâíîãî. Îöåí-

êó òàêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ìîæíî ïðîâåñòè ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ,

íàêëàäûâàÿ íà ðàâíîå ðàñïðåäåëåíèå íåêîòîðîå ìàëîå âîçìóùåíèå è ñðàâíèâàÿ çíà÷å-

íèÿ èíäåêñîâ äî è ïîñëå âîçìóùåíèÿ. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû

òàêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Âîçìóùåíèå ðàâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîâîäèëîñü íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè. Â ïåðâîì

ñëó÷àå âîçìóùåíèå íàêëàäûâàëîñü íà ðàçìåðû ãðóïï: ðàçìåð êàæäîé ãðóïïû ñëó÷àé-

íûì îáðàçîì ìåíÿëñÿ íà âåëè÷èíó ε1, ñîñòàâëÿþùóþ íå áîëåå ÷åì δ% îò èçíà÷àëüíîãî

ðàçìåðà ãðóïïû. Â äðóãîì ñëó÷àå âîçìóùåíèå íàêëàäûâàëîñü íà ïîçèöèè ãðóïï: êîîð-

äèíàòà êàæäîé ãðóïïû ñëó÷àéíûì îáðàçîì ìåíÿëàñü íà âåëè÷èíó ε2, ñîñòàâëÿþùóþ íå

áîëåå ÷åì δ% îò íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè ãðóïïàìè. Êðîìå òîãî, ðàñ-

ñìàòðèâàëîñü âîçìóùåíèå ðàâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîâðåìåííî è ïî ïîçèöèÿì ãðóïï,

è ïî èõ ðàçìåðàì.
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Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü â ïðîãðàììíîé ñðåäå Matlab. Ìîäåëèðî-

âàíèå ïðîâîäèëîñü äëÿ ñèñòåì ñ ÷èñëîì ãðóïï îò 2 äî 15 äëÿ δ = 10%. Äëÿ êàæäîãî

ñëó÷àÿ áûëî ñäåëàíî 10 000 èòåðàöèé; íà êàæäîé èòåðàöèè áûëî ïîñ÷èòàíî çíà÷åíèå

∆I = |I − I0| ·
100%

I0
, ãäå I0 - íà÷àëüíîå çíà÷åíèå èíäåêñà, I - çíà÷åíèå èíäåêñà ïîñëå

âîçìóùåíèÿ, ïîñëå ÷åãî çíà÷åíèå ∆I óñðåäíÿëîñü ïî âñåì èòåðàöèÿì.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöàõ 1-3.

Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ ∆ER, ∆AG, ∆WT è ∆WF ïðè âîçìóùåíèè ðàçìåðîâ ãðóïï ðàâ-

íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (òî÷íîñòü 0.001). Ðàñ÷åòû çíà÷åíèé èíäåêñà Ýñòåáàíà-Ðýÿ ïðîâîäè-

ëèñü ïðè α = 1.6, èíäåêñà Âàíãà-Öóè ïðè r = 0.5

×èñëî ãðóïï ∆AG,% ∆ER,% ∆WT ,% ∆WF ,%

2 0.33 0.17 26.19 73.11

3 2.49 2.03 2.25 2.62

4 1.27 1.85 15.73 30.08

5 1.47 1.72 1.24 5.32

6 1.09 1.60 9.51 14.79

7 1.13 1.50 0.89 7.47

8 0.95 1.42 6.95 9.42

9 0.96 1.35 0.72 8.99

10 0.86 1.29 5.41 7.06

11 0.85 1.25 0.61 10.01

12 0.78 1.19 4.42 9.93

13 0.77 1.67 0.54 10.55

14 0.73 1.13 3.76 8.31

15 0.71 1.09 0.49 10.74

Èç òàáëèö 1-3 âèäíî, ÷òî îòíîñèòåëüíûå èçìåíåíèÿ èíäåêñîâ Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî

è Ýñòåáàíà-Ðýÿ ê ëþáûì âîçìóùåíèÿì ÷ðåçâû÷àéíî ìàëû è ñîñòàâëÿþò â áîëüøèíñòâå

ñëó÷àåâ ìåíåå äâóõ ïðîöåíòîâ. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ îáîèõ èíäåêñîâ ïàðàìåòð ÷óâ-

ñòâèòåëüíîñòè ìîíîòîííî óáûâàåò ñ ðîñòîì ÷èñëà ãðóïï çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ äâóõ

è òðåõ ðàâíûõ ãðóïï: â ñëó÷àå äâóõ ðàâíûõ ãðóïï ïðè âîçìóùåíèè ðàçìåðîâ ãðóïï ÷óâ-
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Òàáëèöà 2. Çíà÷åíèÿ ∆ER, ∆AG, ∆WT è ∆WF ïðè âîçìóùåíèè ïîçèöèé ãðóïï ðàâíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ (òî÷íîñòü 0.001). Ðàñ÷åòû çíà÷åíèé èíäåêñà Ýñòåáàíà-Ðýÿ ïðîâîäèëèñü

ïðè α = 1.6, èíäåêñà Âàíãà-Öóè ïðè r = 0.5

×èñëî ãðóïï ∆AG,% ∆ER,% ∆WT ,% ∆WF ,%

3 1.10 0 86.63 3.31

4 1.17 0.47 8.30 2.83

5 0.90 0.46 30.21 3.34

6 0.73 0.42 4.39 1.72

7 0.60 0.37 17.53 2.76

8 0.50 0.33 3.24 1.18

9 0.43 0.29 12.08 2.32

10 0.37 0.26 2.66 0.87

11 0.32 0.23 9.13 1.96

12 0.29 0.21 2.29 0.57

13 0.26 0.19 7.27 1.74

14 0.23 0.17 2.02 0.48

15 0.21 0.16 6.02 1.54

ñòâèòåëüíîñòü ñîñòàâëÿåò 0.33% äëÿ AG è 0.17% äëÿ ER (ïðîòèâ ñîîòâåòñòâåííî 2.49%

è 2.03% äëÿ òðåõ ãðóïï), à â ñëó÷àå òðåõ ðàâíûõ ãðóïï ïðè âîçìóùåíèè ïîçèöèé ãðóïï

1.1% äëÿ AG è 0% äëÿ ER (ïðîòèâ ñîîòâåòñòâåííî 1.17% è 0.47% äëÿ ÷åòûðåõ ãðóïï).

Êðîìå òîãî, ñðàâíåíèå òàáëèö 1 è 2 ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî îáà èíäåêñà

áîëåå ÷óâñòâèòåëüíû ê âîçìóùåíèþ ðàçìåðîâ ãðóïï, ÷åì èõ ïîçèöèé. Òàêæå ìîæíî çà-

ìåòèòü, ÷òî ïî ñðàâíåíèþ ñ èíäåêñîì Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî èíäåêñ Ýñòåáàíà-Ðýÿ áîëåå

÷óâñòâèòåëåí ê èçìåíåíèþ ðàçìåðîâ ãðóïï (äëÿ n ≥ 4), íî ìåíåå ÷óâñòâèòåëåí ê èç-

ìåíåíèþ ïîçèöèé ãðóïï; ïðè âîçìóùåíèè êàê ïîçèöèé, òàê è ðàçìåðîâ ãðóïï èíäåêñ

Ýñòåáàíà-Ðýÿ èìååò áîëåå âûñîêóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ïðè n ≥ 4.

Êàðäèíàëüíî äðóãîå ïîâåäåíèå äåìîíñòðèðóþò èíäåêñû áèïîëÿðèçîâàííîñòè. Âî-

ïåðâûõ, âàæíîé îñîáåííîñòüþ èíäåêñîâ Âàíãà-Öóè è Âîëüôñîíà-Ôîñòåðà ÿâëÿåòñÿ òîò

ôàêò, ÷òî èõ ÷óâñòâèòåëüíîñòü çàâèñèò îò òîãî, ÷åòíî èëè íå÷åòíî ÷èñëî ãðóïï: îáà
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Òàáëèöà 3. Çíà÷åíèÿ ∆ER, ∆AG, ∆WT è ∆WF ïðè âîçìóùåíèè ðàçìåðîâ è ïîçèöèé

ãðóïï ðàâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (òî÷íîñòü 0.001). Ðàñ÷åòû çíà÷åíèé èíäåêñà Ýñòåáàíà-Ðýÿ

ïðîâîäèëèñü ïðè α = 1.6, èíäåêñà Âàíãà-Öóè ïðè r = 0.5

×èñëî ãðóïï ∆AG,% ∆ER,% ∆WT ,% ∆WF ,%

2 0.33 0.17 26.19 73.11

3 2.68 2.00 86.64 4.17

4 1.70 1.86 8.28 30.01

5 1.70 1.76 30.21 6.18

6 1.31 1.63 4.44 14.69

7 1.28 1.54 17.50 7.91

8 1.09 1.45 3.25 9.54

9 1.04 1.38 12.08 9.30

10 0.94 1.31 2.66 7.19

11 0.91 1.27 9.12 9.99

12 0.83 1.21 2.29 8.97

13 0.82 1.18 7.27 1.60

14 0.76 1.15 2.04 8.40

15 0.75 1.13 6.02 10.79

èíäåêñà áîëåå ÷óâñòâèòåëüíû ê èçìåíåíèþ ðàçìåðîâ ãðóïï â ñëó÷àå ÷åòíîãî n ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ n− 1 è n+ 1; â ñëó÷àå âîçìóùåíèÿ ïîçèöèé ãðóïï, íàîáîðîò, ÷óâñòâèòåëüíîñòü

â ñëó÷àå íå÷åòíûõ n âûøå, ÷åì â ñëó÷àÿõ n − 1 è n + 1. Èç-çà òàêîãî ðàçëè÷èÿ ÷óâ-

ñòâèòåëüíîñòè äëÿ ñëó÷àåâ ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ n íåëüçÿ ãîâîðèòü î ìîíîòîííîì óáûâà-

íèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïðè âîçðàñòàíèè ÷èñëà ãðóïï; îäíàêî èìååò ìåñòî íåìîíîòîííîå

óáûâàíèå: ÷óâñòâèòåëüíîñòü â ñëó÷àå 2n ãðóïï âûøå, ÷åì â ñëó÷àå 2n + 2 ãðóïï, à

â ñëó÷àå 2n + 1 ãðóïï - âûøå, ÷åì â ñëó÷àå 2n + 3. Êðîìå òîãî, ñðàâíåíèå òàáëèö 1

è 2 ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî èíäåêñ Âàíãà-Öóè ïî ñðàâíåíèþ ñ èíäåêñîì

Âîëüôñîíà-Ôîñòåðà ìåíåå ÷óâñòâèòåëåí ê èçìåíåíèþ ðàçìåðîâ ãðóïï è áîëåå ÷óâñòâè-

òåëåí ê èçìåíåíèþ èõ ïîçèöèé.

Â öåëîì ìîæíî ãîâîðèòü î íèçêèõ çíà÷åíèÿõ ÷óâñòâèòåëüíîñòè èíäåêñîâ ïîëÿðèçî-
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âàííîñòè (íå áîëåå 2.5%), ÷òî äàåò îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ

ðàâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, íå òåðÿþò ñâîåé àêòóàëüíîñòè äëÿ ñèñòåì, èìåþùèõ ðàñïðåäå-

ëåíèå, áëèçêîå ê ðàâíîìó. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî îòíîñèòñÿ â ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå

òåîðåìå 4 è êàñàþùèìñÿ åå ðàññóæäåíèÿì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òåîðåìà 4 óòâåðæäà-

åò, ÷òî ïðè ðàâíîì ðàñïðåäåëåíèè ñ ïîäâèæíîé öåíòðàëüíîé ãðóïïîé çíà÷åíèå èíäåêñà

Ýñòåáàíà-Ðýÿ íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ öåíòðàëüíîé ãðóïïû x, òî â ñëó÷àå ðàñïðåäåëå-

íèÿ, áëèçêîãî ê ðàâíîìó, ìîæíî ãîâîðèòü î íå÷óâñòâèòåëüíîñòè èíäåêñà ïî îòíîøåíèþ

x. Â îòëè÷èå îò èíäåêñîâ ïîëÿðèçîâàííîñòè, èíäåêñû áèïîëÿðèçîâàííîñòè áîëåå ÷óâ-

ñòâèòåëüíû ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì ñèñòåìû: ïðè ìàëîì ÷èñëå ãðóïï íå áîëåå ÷åì äåñÿ-

òèïðîöåíòíîå âîçìóùåíèå ñèñòåìû ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ èíäåêñîâ íà 70-90% îò ïåðâî-

íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ. Ýòî ñâîéñòâî èíäåêñîâ áèïîëÿðèçîâàííîñòè, íåñîìíåííî, ñëåäóåò

ó÷èòûâàòü ïðè èõ èñïîëüçîâàíèè íà ðåàëüíûõ äàííûõ.
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5 Ìîäèôèêàöèè èíäåêñà Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî èíäåêñû Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî (3) è Âàíãà-Öóè (5) ïîõîæè ïî

ôîðìå: â èíäåêñàõ ñóììèðóþòñÿ îòêëîíåíèÿ ïîëîæåíèé ãðóïï îò ñðåäíåãî (äëÿ AG) è

ìåäèàííîãî (äëÿ WT ) çíà÷åíèé. Ýòî è äðóãèå îòëè÷èÿ (íàïðèìåð, íàëè÷èå ñòåïåííî-

ãî ïîêàçàòåëÿ r â èíäåêñå Âàíãà-Öóè) ïðèâîäÿò ê çíà÷èòåëüíûì ðàçëè÷èÿì â ïîâåäå-

íèè èíäåêñîâ. Â äàííîì ðàçäåëå ñäåëàíà ïîïûòêà ìîäèôèöèðîâàòü èíäåêñ Àëåñêåðîâà-

Ãîëóáåíêî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñäåëàòü åãî áîëåå ïîõîæèì íà èíäåêñ Âàíãà-Öóè. Èñ-

ñëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî èíäåêñà ïî ñðàâíåíèþ ñ îðèãèíàëüíûì ïîç-

âîëÿåò ïðîâåðèòü àäåêâàòíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òåõ èëè èíûõ ïàðàìåòðîâ â èíäåêñå (íà-

ïðèìåð, ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ âìåñòî ìåäèàíû).

Êðîìå òîãî, èíäåêñ Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî (3) ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàí êàê öåí-

òðàëüíûé ìîìåíò ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èíäèâèäîâ íà îñè ïðèçíàêà. Ïðè

ýòîì â ñòàòèñòèêå ÷àùå èñïîëüçóåòñÿ ìîìåíò âòîðîãî ïîðÿäêà (äèñïåðñèÿ). Â ñâÿçè ñ

ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå èíäåêñà ïîëÿðèçîâàííîñòè

ìîìåíòû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ? Âî âòîðîé ÷àñòè íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ñðàâíèâàåòñÿ

ïîâåäåíèå èíäåêñà Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî è íîðìèðîâàííûõ ìîìåíòîâ âòîðîãî è òðåòüå-

ãî ïîðÿäêîâ.

5.1 Ñðàâíåíèå èíäåêñîâ Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî è Âàíãà-Öóè

Â ðàçäåëå 4.1 ïðîâîäèëîñü ñðàâíåíèå èíäåêñîâ â íàèáîëåå ïðîñòîì ñëó÷àå ðàâíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ: ãðóïïû îäèíàêîâîãî ðàçìåðà ðàñïîëîæåíû íà îñè ïðèçíàêà òàêèì îáðà-

çîì, ÷òî äâå ñîñåäíèå ãðóïïû îòñòîÿò äðóã îò äðóãà íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ. Òåîðåìû

1 è 2 ïîêàçûâàþò íåêîòîðûå ðàçëè÷èÿ â ïîâåäåíèè èíäåêñîâ Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî è

Âàíãà-Öóè â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå; îäíàêî áîëåå èíòåðåñíà òåîðåìà 3, â êîòîðîé

ðàññìîòðåí ïðåäåëüíûé ñëó÷àé áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà áåñêîíå÷íî ìàëûõ ãðóïï. Êàê îêà-

çàëîñü, ïðè ñòðåìëåíèè ÷èñëà ãðóïï n ê áåñêîíå÷íîñòè èíäåêñû Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî

è Âàíãà-Öóè âåäóò ñåáÿ ñîâåðøåííî ïî-ðàçíîìó. Â òî âðåìÿ êàê AG → 0, èíäåêñ WT

ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîìó ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ, çàâèñÿùåìó îò ïàðàìåòðà r. Ïðè÷èíîé

òàêîãî ðàçëè÷èÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîæèòåëü
1

n
, ïðèñóòñòâóþùèé â (3) è îòñóòñòâóþùèé â (5).
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Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî èíäåêñ

WT ∗ =
2

n

n∑
i=1

pi

∣∣∣∣xi −mm

∣∣∣∣r (6)

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞. Ïðè ýòîì äèàïàçîíû çíà÷åíèé èíäåêñîâ WT ∗ è AG

ïî-ïðåæíåìó ðàçëè÷íû: WT ∗ ∈ [0,+∞), AG ∈ [0, 1].

Âàæíûì îòëè÷èåì èíäåêñà Âàíãà-Öóè îò èíäåêñà Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî ÿâëÿåòñÿ

òî, ÷òî îòêëîíåíèå ãðóïï îò ìåäèàííîãî çíà÷åíèÿ ó÷èòûâàåòñÿ íå ïî àáñîëþòíîé âåë-

÷èíå, à îòíîñèòåëüíî ìåäèàíû:
|xi −m|

m
. Ñëåäóÿ ýòîé ëîãèêå, ìîäèöèôèöèðóåì èíäåêñ

Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì:

AG∗ =
2

n

n∑
i=1

pi
|xi − c|

c
(7)

Ñðàâíèì èíäåêñû (7) è (6). Â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìåäèàíà è öåíòð

ìàññ áóäóò ñîâïàäàòü, ïîýòîìó äèíàìèêà îáîèõ èíäåêñîâ áóäåò îäèíàêîâà (ðèñ.6). Ðàç-

ëè÷èå â ïîâåäåíèè èíäåêñîâ áóäåò íàáëþäàòüñÿ èç-çà ñòåïåííîãî ïîêàçàòåëÿ r.

Ðèñ. 6. Çàâñèìîñòü èíäåêñîâ (6)) è (7) îò ÷èñëà ãðóïï ïðè ðàâíîì ðàñïðåäåëåíèè ïðè

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ r. Ñëó÷àé r = 1 ñîîòâåòñòâóåò èíäåêñó Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî â

âèäå (7). Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïóòåì ìîäåëèðîâàíèÿ â ïðîãðàììíîé ñðåäå Matlab

Âåðíåìñÿ ê ñëó÷àþ, ðàññìîòðåííîìó â ðàçäåëå 4.2. Ðàññìîòðèì òðè ðàâíûå ãðóïïû

è èññëåäóåì ïîâåäåíèå èíäåêñîâ (7) è (6) â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ öåíòðàëüíîé

ãðóïïû x. Ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ.7.
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Ðèñ. 7. Çàâñèìîñòü èíäåêñîâ (6) è (7) îò ïîëîæåíèÿ öåíòðàëüíîé ãðóïïû â ñëó÷àå òðåõ

ðàâíûõ ãðóïï. Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïóòåì ìîäåëèðîâàíèÿ â ïðîãðàììíîé ñðåäå Matlab

Êàê ïîêàçûâàåò ðèñ.7, ïîñëå ïðèâåäåíèÿ èíäåêñà Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî ê âèäó (7)

îí óòðàòèë ñâîþ ñèììåòðè÷íîñòü: òåïåðü ïîëÿðèçîâàííîñòü âûøå â ñëó÷àå (À), ÷åì â

ñëó÷àå (Â) (ðèñ.8). Â íåêîòîðûõ ìîäåëÿõ ýòî ìîæåò áûòü îïðàâäàíî (íàïðèìåð, ïðè èñ-

ñëåäîâàíèè ïîëÿðèçîâàííîñòè îáùåñòâà ïî ïðèçíàêó äîõîäà), îäíàêî ìíîæåñòâî ñëó÷àåâ

òðåáóåò ñèììåòðè÷íîñòè èíäåêñà îòíîñèòåëüíî ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî çíà÷å-

íèé ïðèçíàêà (ïîëÿðèçîâàííîñòü ïî ïðèçíàêó ïîëèòè÷åñêîé, ýòíè÷åñêîé, ðåëèãèîçíîé

ïðèíàäëåæíîñòè, è äð.).

Ðèñ. 8. Çíà÷åíèå èíäåêñà (7) â ñëó÷àå (À) áîëüøå, ÷åì â ñëó÷àå (Â)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî áûëî áû ìîäèôèöèðîâàòü èíäåêñ Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî
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(3), ó÷èòûâàÿ àáñîëþòíîå îòêëîíåíèå ïîëîæåíèé ãðóïï îò ìåäèàíû.

AG∗∗ =
4

n

n∑
i=1

pi |xi −m|r (8)

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå òðåõ ðàâíûõ ãðóïï ñ íåôèêñèðîâàííîé öåíòðàëüíîé

ãðóïïîé çíà÷åíèå èíäåêñà (8) ìàêñèìàëüíî ïðè x = 0.5. Ýòî íàãëÿäíî ïðåäñòàâëåíî íà

ðèñ.9, ïîëó÷åííîì ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ðèñ. 9. Çàâèñèìîñòü èíäåêñîâ (3) è (8) îò ïîëîæåíèÿ öåíòðàëüíîé ãðóïïû. Ðåçóëüòàòû

ïîëó÷åíû ïóòåì ìîäåëèðîâàíèÿ â ïðîãðàììíîé ñðåäå Matlab

Òàêèì îáðàçîì, çàìåíà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ íà ìåäèàííîå â èíäåêñå (3) ïðèâîäèò ê

ñåðüåçíûì èçìåíåíèÿì â ïîâåäåíèè èíäåêñà. Åñëè îðèãèíàëüíûé èíäåêñ (3) ïðèíèìàë

ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå â ñëó÷àå äâóõ ãðóïï (ñðåäíÿÿ ãðóïïà áåñêîíå÷íî áëèçêî ïðè-

áëèæàëàñü ê îäíîé èç êðàéíèõ ãðóïï) è ìèíèìàëüíîå - â ñëó÷àå ðàâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

òðåõ ãðóïï, òî ìîäèôèöèðîâàííûé èíäåêñ (8) âåäåò ñåáÿ ðîâíî íàîáîðîò. Âåðîÿòíî, ïðè

ìîäåëèðîâàíèè ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ýòè îñîáåííîñòè è â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà ìîäåëè

èñïîëüçîâàòü òîò èëè èíîé èíäåêñ.

23



5.2 Ñðàâíåíèå èíäåêñà Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî è ìîìåíòîâ áîëåå

âûñîêîãî ïîðÿäêà

Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, èíäåêñ Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî (3) ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðî-

âàí êàê öåíòðàëüíûé ìîìåíò ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èíäèâèäîâ íà îñè

ïðèçíàêà. Â äàííîì ïàðàãðàôå ñðàâíèâàåòñÿ ïîâåäåíèå èíäåêñà Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî

è íîðìèðîâàííûõ ìîìåíòîâ âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ

M2 =
8

n

n∑
i=1

pi (yi − c)2 (9)

M3 =
16

n

n∑
i=1

pi |yi − c|3 (10)

Èíäåêñû (9) è (10) íîðìèðîâàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî â ñëó÷àå äâóõ ðàâíûõ ãðóïï èõ

çíà÷åíèÿ ðàâíû åäèíèöå. Äëÿ îáîèõ ìîìåíòîâ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìû, àíàëî-

ãè÷íûå òåîðåìàì èç ðàçäåëà 4.

Òåîðåìà 9. Ðàññìîòðèì ðàâíîå ðàñïðåäåëåíèå n ãðóïï. Çíà÷åíèÿ âòîðîãî è òðåòüåãî

ìîìåíòîâ â ýòîì ñëó÷àå îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííîM2,n èM3,n. Òîãäà ïðè óâåëè÷åíèè

÷èñëà ãðóïï çíà÷åíèÿ ìîìåíòîâ áóäóò óìåíüøàòüñÿ, ò.å.

• M2,n+1 < M2,n;

• M3,n+1 < M3,n.

Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ìîìåíòîâ è èíäåêñà Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî â ðàññìîòðåííûõ

ðàíåå ñëó÷àÿõ îòðàæåíû â òåîðåìàõ 10-11.

Òåîðåìà 10. Ðàññìîòðèì ðàâíîå ðàñïðåäåëåíèå n ãðóïï. Òîãäà äëÿ ∀n > 1 AGn >

> M2,n > M3,n

Òåîðåìà 11. Ðàññìîòðèì ðàâíîå ðàñïðåäåëåíèå n ãðóïï, ãäå n - íå÷åòíîå. Ïóñòü òå-

ïåðü öåíòðàëüíàÿ ãðóïïà çàíèìàåò íåêîòîðîå ïîëîæåíèå x ∈
[
n− 3

2(n− 1)
,
n+ 1

2(n− 1)

]
ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ãðóïïàìè. Òîãäà M2, M3 äîñòèãàþò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ

ïðè x = 0.5 è ìàêñèìàëüíîãî ïðè x =
n− 3

2(n− 1)
, x =

n+ 1

2(n− 1)
.
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Ðèñ. 10. Çàâèñèìîñòü èíäåêñà Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî (3) è ìîìåíòîâ (9), (10) îò ÷èñëà

ãðóïï â ñëó÷àå ðàâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïóòåì ìîäåëèðîâàíèÿ â

ïðîãðàììíîé ñðåäå Matlab

Ðèñ. 11. Çàâèñèìîñòü èíäåêñà Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî (3) è ìîìåíòîâ (9), (10) îò ïîëî-

æåíèÿ öåíòðàëüíîé ãðóïïû x â ñëó÷àå òðåõ ðàâíûõ ãðóïï. Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïóòåì

ìîäåëèðîâàíèÿ â ïðîãðàììíîé ñðåäå Matlab

Íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå òåîðåì 10-11 äàíî íà ðèñ.10-11.

Èç òåîðåì 10-11 ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ èíäåêñ Àëåñêåðîâà-

Ãîëóáåíêî âåäåò ñåáÿ ïðàêòè÷åñêè àíàëîãè÷íî ìîìåíòàì áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, çà

25



èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðûõ îñîáåííîñòåé: íàïðèìåð, â ñëó÷àå ðàâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ðî-

ñòîì ÷èñëà ãðóïï ìîìåíòû óáûâàþò áûñòðåå èíäåêñà Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî, à â ñëó÷àå

íå÷åòíîãî ÷èñëà ðàâíûõ ãðóïï ïðè èçìåíåíèè ïîëîæåíèÿ öåíòðàëüíîé ãðóïïû x ìîìåí-

òû óáûâàþò áûñòðåå è âîçðàñòàþò ìåäëåííåå èíäåêñà Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî (ñì. ðèñ.

10-11).

26



6 Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ

Çàäà÷è îöåíêè ïîëÿðèçîâàííîñòè âîçíèêàþò â ðàçíûõ îáëàñòÿõ ñîöèîëîãèè, ïîëèòîëî-

ãèè è ýêîíîìèêè - ïðè ýòîì íå âñåãäà ÿñíî, êàêîé èìåííî èíäåêñ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü â

êîíêðåòíîé ìîäåëè. Ïîýòîìó âàæíî èìåòü íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå î ïîâåäåíèè èíäåê-

ñîâ â ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿõ è ïîíèìàòü, â ÷åì ñîñòîÿò êëþ÷åâûå îñîáåííîñòè è îòëè÷èÿ

èíäåêñîâ äðóã îò äðóãà. Ïîïûòêà âûÿâèòü òàêèå îòëè÷èÿ áûëà ñäåëàíà â äàííîé ðàáî-

òå: äëÿ ñðàâíåíèÿ èíäåêñîâ Ýñòåáàíà-Ðýÿ, Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî, Âîëüôñîíà-Ôîñòåðà

è Âàíãà-Öóè áûëè ââåäåíû äâà ñâîéñòâà, êîòîðûì ìîãëè áû óäîâëåòâîðÿòü èíäåêñû

ïîëÿðèçîâàííîñòè.

Â ïåðâîì ñâîéñòâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòåéøèé ñëó÷àé n ðàâíûõ ãðóïï, êîòîðûé

íåñìîòðÿ íà ñâîþ ïðîñòîòó ïîëåçåí äëÿ èññëåäîâàíèÿ. Ïðîâåðêà ýòîãî ñâîéñòâà äëÿ

ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ â ïåðâóþ î÷åðåäü ïîìîãëà ïîíÿòü, ÷åì îòëè÷àþòñÿ èíäåêñû ïî-

ëÿðèçîâàííîñòè îò èíäåêñîâ áèïîëÿðèçîâàííîñòè: òàê, â ñëó÷àå ðàâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

n ãðóïï âñå èíäåêñû óáûâàþò ñ ðîñòîì ÷èñëà ãðóïï, íî â òî âðåìÿ êàê ïðè íåîãðàíè-

÷åííîì óâåëè÷åíèè n èíäåêñû Ýñòåáàíà-Ðýÿ è Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ,

èíäåêñû áèïîëÿðèçîâàííîñòè ïðèáëèæàþòñÿ ê íåêîòîðîìó ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ. Ïðè

ýòîì îòëè÷èå ñîñòîèò íå òîëüêî â ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñîâ, íî è â õàðàêòåðå èõ

óáûâàíèÿ: òàê, èíäåêñû áèïîëÿðèçîâàííîñòè óáûâàþò íåìîíîòîííî (ýòîò ôàêò îòðàæåí

â òåîðåìàõ 1 è 2). Áîëåå òîãî, çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ áèïîëÿðèçîâàííîñòè ñèëüíî çàâèñÿò

îò òîãî, ÷åòíî èëè íå÷åòíî ÷èñëî ãðóïï, ïðè÷åì â ñëó÷àå ÷åòíîãî ÷èñëà ãðóïï çíà÷åíèÿ

èíäåêñîâ áóäóò âûøå. Çäåñü òàêæå ñëåäóåò óïîìÿíóòü, ÷òî ÷åòíîñòü ÷èñëà ãðóïï îêàçû-

âàåò âëèÿíèå íå òîëüêî íà çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ áèïîëÿðèçîâàííîñòè, íî è íà èõ ÷óâñòâè-

òåëüíîñòü ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì ñèñòåìû. Â îòëè÷èå îò èíäåêñîâ áèïîëÿðèçîâàííîñòè,

èíäåêñû Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî è Ýñòåáàíà-Ðýÿ íå çàâèñÿò îò òîãî, ÷åòíî èëè íå÷åòíî

÷èñëî ãðóïï â ñèñòåìå (ïî êðàéíåé ìåðå, â ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ). Ýòîò ôàêò ìî-

æåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì ïðè âûáîðå èíäåêñà äëÿ îöåíêè ïîëÿðèçîâàííîñòè êîíêðåòíîé

ñèñòåìû: òàê, íàïðèìåð, èíäåêñû áèïîëÿðèçîâàííîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ìîäåëÿõ,

â êîòîðûõ íàëè÷èå ñðåäíåãî êëàññà ñóùåñòâåííî ñíèæàåò ïîëÿðèçîâàííîñòü ñèñòåìû;

èíäåêñû ïîëÿðèçîâàííîñòè, íàîáîðîò, áîëåå àäåêâàòíû äëÿ ìîäåëåé, â êîòîðûõ íàëè÷èå

è ðàçìåð ñðåäíåãî êëàññà íå èãðàåò ñóùåñòâåííîé ðîëè.

Âòîðîå ñâîéñòâî ðàññìàòðèâàåò áîëåå ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé: ÷èñëî ãðóïï ïîëàãàåòñÿ
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íå÷åòíûì è öåíòðàëüíàÿ ãðóïïà ìîæåò îòêëîíÿòüñÿ íà íåêîòîðóþ âåëè÷èíó ε îò ñâîåãî

íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ x = 0.5. Â ýòîì ñëó÷àå îáíàðóæåíû ñëåäóþùèå îñîáåííîñòè

èíäåêñîâ:

• çíà÷åíèå èíäåêñà Ýñòåáàíà-Ðýÿ ïîñòîÿííî íåçàâèñèìî îò ïîëîæåíèÿ öåíòðàëüíîé

ãðóïïû;

• èíäåêñ Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî ìèíèìàëåí ïðè ïîëîæåíèè öåíòðàëüíîé ãðóïïû â

òî÷êå 0.5 è óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè ñìåùåíèè öåíòðàëüíîé ãðóïïû ïî íàïðàâëåíèþ ê

îäíîé èç ñîñåäíèõ ãðóïï;

• èíäåêñû Âîëüôñîíà-Ôîñòåðà è Âàíãà-Öóè ïðèíèìàþò ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè

ïîëîæåíèè öåíòðàëüíîé ãðóïïû, íàèáîëåå áëèçêîì ê îäíîìó èç êðàéíèõ, ïîñëå

÷åãî ìîíîòîííî óáûâàþò ñ ðîñòîì .

Êàçàëîñü áû, ïðè x = 0.5 çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ äîëæíû áûòü ìèíèìàëüíû à ïðè ïðèáëè-

æåíèè öåíòðàëüíîé ãðóïïû ê êðàéíèì ïîëîæåíèÿì - óâåëè÷èâàòüñÿ äî ìàêñèìàëüíîãî

çíà÷åíèÿ. Îäíàêî, ýòîìó ñâîéñòâó óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî èíäåêñ Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî;

èíäåêñ Ýñòåáàíà-Ðýÿ íå ìåíÿåòñÿ ñ èçìåíåíèåì x, à èíäåêñû áèïîëÿðèçîâàííîñòè âåäóò

ñåáÿ íåñèììåòðè÷íî ïî îòíîøåíèþ ê ïîëîæåíèþ x = 0.5. Ýòè îñîáåííîñòè èíäåêñîâ

ñèëüíî ñóæàþò êðóã ìîäåëåé, ê êîòîðûì îíè ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû; òàê, íàïðèìåð,

íåñèììåòðè÷íûå ìåðû ïîëÿðèçîâàííîñòè áóäóò àäåêâàòíû â ñëó÷àå îöåíêè ïîëÿðèçî-

âàííîñòè ïî óðîâíþ äîõîäà, îäíàêî èõ èñïîëüçîâàíèå äëÿ îöåíêè ýòíè÷åñêîé ïîëÿðèçî-

âàííîñòè èëè ïîëÿðèçîâàííîñòè ïî ïîëèòè÷åñêèì âîççðåíèÿì áóäåò íåêîððåêòíûì.

Êðîìå òîãî, ïðîâîäèëîñü èññëåäîâàíèå ÷óâñòâèòåëüíîñòè èíäåêñîâ ïîëÿðèçîâàííî-

ñòè ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì ðàâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ n ãðóïï. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

• ÷óâñòâèòåëüíîñòü èíäåêñîâ Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî è Ýñòåáàíà-Ðýÿ ìîíîòîííî óáû-

âàåò ñ ðîñòîì ÷èñëà ãðóïï íà÷èíàÿ ñ n = 4;

• èíäåêñû Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî è Ýñòåáàíà-Ðýÿ áîëåå ÷óâñòâèòåëüíû ê âîçìóùå-

íèÿì ðàçìåðîâ ãðóïï, ÷åì èõ ïîçèöèé;

• ïî ñðàâíåíèþ ñ èíäåêñîì Àëåñêåðîâà-Ãîëóáåíêî èíäåêñ Ýñòåáàíà-Ðýÿ áîëåå ÷óâ-

ñòâèòåëåí ê èçìåíåíèþ ðàçìåðîâ ãðóïï (äëÿ n ≥ 4) è ìåíåå ÷óâñòâèòåëåí ê èçìå-
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íåíèþ ïîçèöèé ãðóïï. Ïðè âîçìóùåíèè êàê ïîçèöèé, òàê è ðàçìåðîâ ãðóïï èíäåêñ

Ýñòåáàíà-Ðýÿ èìååò áîëåå âûñîêóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ïðè n ≥ 4.

• ÷óâñòâèòåëüíîñòü èíäåêñîâ Âîëüôñîíà-Ôîñòåðà è Âàíãà-Öóè çàâèñèò îò òîãî, ÷åò-

íî èëè íå÷åòíî ÷èñëî ãðóïï: îáà èíäåêñà áîëåå ÷óâñòâèòåëüíû ê èçìåíåíèþ ðàç-

ìåðîâ ãðóïï â ñëó÷àå ÷åòíîãî n ïî ñðàâíåíèþ ñ n−1 è n+ 1; â ñëó÷àå âîçìóùåíèÿ

ïîçèöèé ãðóïï, íàîáîðîò, ÷óâñòâèòåëüíîñòü â ñëó÷àå íå÷åòíûõ n âûøå, ÷åì â ñëó-

÷àÿõ n− 1 è n+ 1;

• èíäåêñ Âàíãà-Öóè ïî ñðàâíåíèþ ñ èíäåêñîì Âîëüôñîíà-Ôîñòåðà ìåíåå ÷óâñòâèòå-

ëåí ê èçìåíåíèþ ðàçìåðîâ ãðóïï è áîëåå ÷óâñòâèòåëåí ê èçìåíåíèþ èõ ïîçèöèé.

Âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû áûëè ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ìîäèôèêàöèè èíäåêñà Àëåñêå-

ðîâà - Ãîëóáåíêî íà îñíîâå èíäåêñà Âàíãà-Öóè è íà îñíîâå ñòàòèñòè÷åñêèõ öåíòðàëüíûõ

ìîìåíòîâ. Êàê îêàçàëîñü, íåçíà÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ èíäåêñà AG (íàïðèìåð, çàìåíà

àáñîëþòíîãî îòêëîíåíèÿ ãðóïï îò öåíòðà ìàññ íà îòíîñèòåëüíîå) ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî

èíäåêñ ïåðåñòàåò óäîâëåòâîðÿòü ñâîéñòâó 2 è â ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ íà÷èíàåò âåñòè

ñåáÿ êàê èíäåêñ áèïîëÿðèçîâàííîñòè. Â òî æå âðåìÿ ìîäèôèêàöèè èíäåêñà Àëåñêåðîâà-

Ãîëóáåíêî, îñíîâàííûå íà ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîìåíòàõ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, â ðàññìîò-

ðåííûõ ñèòóàöèÿõ âåäóò ñåáÿ àíàëîãè÷íî îðèãèíàëüíîìó èíäåêñó.
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Ïðèëîæåíèå

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

1. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû: ∀n ERn+1 < ERn. Â ñëó÷àå ðàâíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ n ãðóïï ðàçìåðû ãðóïï pi =
1

n
, êîîðäèíàòû ãðóïï íà îòðåçêå [0, 1]

yi =
i− 1

n− 1
∀i = 1, 2, ...n. Òîãäà ñîãëàñíî (1) ERn =

21+α

n2+α(n− 1)

n∑
i,j=1

|i − j|. Âû÷èñ-

ëèì ñóììó S =
n∑

i,j=1

|i− j|.

S =
n∑
i=1

n∑
j=1

|i− j| =
n∑
i=1

(
i∑

j=1

(i− j) +
n∑

j=i+1

(j − i)

)
=

=
n∑
i=1

(
i2 − i(i+ 1)

2
+

(n− i)(n− i+ 1)

2

)
=

n∑
i=1

(
i2 − i(n+ 1) +

n(n+ 1)

2

)
=

=
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
− n(n+ 1)2

2
+
n2(n+ 1)

2

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

n∑
i,j=1

|i− j| = n(n2 − 1)

3
(11)

Îòñþäà

ERn =
21+α

3

n+ 1

n1+α
(12)

Ñëåäîâàòåëüíî,

ERn+1

ERn

=

(
n

n+ 1

)α
n(n+ 2)

(n+ 1)2
<
n(n+ 2)

(n+ 1)2
= 1− 1

(n+ 1)2
< 1

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

2. Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû: ∀n AGn+1 < AGn. Â ñëó÷àå ðàâíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ c = 1
2
, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî (3)

AGn =
4

n2

n∑
i=1

∣∣∣∣ i− 1

n− 1
− 1

2

∣∣∣∣ =
4

n2(n− 1)

∣∣∣∣i− n+ 1

2

∣∣∣∣
(a) Ïóñòü n ÷åòíî.

AGn =
4

n2(n− 1)

 n/2∑
i=1

(
n+ 1

2
− i
)

+
n∑

i=n/2+1

(
i− n+ 1

2

) =
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=
4

n2(n− 1)

(
n(n+ 1)

4
− n

4

)
Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ÷åòíûõ n

AGn =
1

n− 1
(13)

(b) Ïóñòü n íå÷åòíî.

AGn =
4

n2(n− 1)

(n+1)/2∑
i=1

(
n+ 1

2
− i
)

+
n∑

i=(n+1)/2+1

(
i− n+ 1

2

) =

=
4

n2(n− 1)

(
(n+ 1)2

4
− (n+ 1)(n+ 3)

2
+

(n2 − 1)

2

)
Îòêóäà ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

AGn =
n+ 1

n2
(14)

Ïîêàæåì, ÷òî AGn+1 < AGn. Åñëè n ÷åòíî, òî n+ 1 íå÷åòíî, è òîãäà

AGn − AGn+1 =
1

n− 1
− n+ 2

(n+ 1)2
=

n+ 3

(n− 1)(n+ 1)2
> 0

Åñëè n íå÷åòíî, òî n+ 1 ÷åòíî, ñëåäîâàòåëüíî

AGn − AGn+1 =
n+ 1

n2
− 1

n
=

1

n2
> 0

Îòñþäà ∀n AGn > AGn+1. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2

1. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû: ∀n > 1, ∀r ∈ (0, 1) WT2n > WT2n+2,

WT2n−1 < WT2n+1, WT2n > WT2n+1.

(a) Äîêàæåì, ÷òî WT2n > WT2n+2. Â ñëó÷àå ðàâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 2n ãðóïï

pi =
1

2n
, yi =

i− 1

2n− 1
, m =

1

2
, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ôîðìóëå (5)

WT2n =
2r

2n

2n∑
i=1

∣∣∣∣ i− 1

2n− 1
− 1

2

∣∣∣∣r (15)

Â ñèëó ñèììåòðèè ðàññìàòðèâàåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

WT2n =
2r

n

n∑
i=1

(
1

2
− i− 1

2n− 1

)r
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Ïðèâåäåì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ê âèäó

WT2n =
1

n(2n− 1)r

n∑
i=1

(2n− 2i+ 1)r (16)

Çàìåòèì, ÷òî WT2n ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé îò r. Äåéñòâèòåëüíî,

r ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ íà èíòåðâàëå (0, 1), çíà÷èò

dWT2n
dr

=
1

n(2n− 1)r

n∑
i=1

(2n− 2i+ 1)r ln
2n− 2i+ 1

2n− 1
≤ 0,

òàê êàê
2n− 2i+ 1

2n− 1
≤ 1 ∀i = 1, 2, ...n. Ñëåäîâàòåëüíî,WT2n - ìîíîòîííî íåâîç-

ðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ îò r ∈ (0, 1), è äëÿ ôèêñèðîâàííîãî n ôóíêöèÿ ïðèíè-

ìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè r = 1 è ìàêñèìàëüíîå - ïðè r = 0, ïðè÷åì

∀n > 1

WT2n

∣∣∣∣
r=0

= 1 (17)

Ñðàâíèì çíà÷åíèÿ WT2n è WT2n+2 ïðè r = 1. Ñîãëàñíî (16)

WT2n+2 = WT2(n+1) =
1

(n+ 1)(2n+ 1)r

n+1∑
i=1

(2n− 2i+ 3)r (18)

Òîãäà

WT2n

∣∣∣∣
r=1

=
1

n(2n− 1)

n∑
i=1

(2n− 2i+ 1) =
n

2n− 1
, (19)

WT2n+2

∣∣∣∣
r=1

=
1

(n+ 1)(2n− 1)

n+1∑
i=1

(2n− 2i+ 3) =
n+ 1

2n+ 1
, (20)

îòêóäà, î÷åâèäíî, ñëåäóåò, ÷òî WT2n

∣∣∣∣
r=1

> WT2n+2

∣∣∣∣
r=1

∀n. Ñëåäîâàòåëüíî, â

ñèëó (17) è ìîíîòîííîãî íåâîçðàñòàíèÿ WT2n â çàâèñèìîñòè îò r,

WT2n > WT2n+2 íà âñåì ïðîìåæóòêå r ∈ (0, 1) ∀n.

(b) Äîêàæåì, ÷òî ∀n WT2n−1 < WT2n+1. Ñîãëàñíî (5)

WT2n−1 =
2r

2n− 1

2n−1∑
i=1

∣∣∣∣ i− 1

2n− 2
− 1

2

∣∣∣∣r (21)

Ïðåîáðàçóåì (21), èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ñèììåòðèè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû:

WT2n−1 =
2

(2n− 1)(n− 1)r

n∑
i=1

(n− i)r − 1

2n− 1

(
n

n− 1

)r
(22)
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Çàìåòèì, ÷òî WT2n−1 ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé ôóíêöèåé îò r:

dWT2n−1
dr

=
2

(2n− 1)(n− 1)r

n−1∑
i=1

(n−i)r ln
n− i
n− 1

− 1

2n− 1

(
n

n− 1

)r
ln

n

n− 1
< 0,

òàê êàê
n

n− 1
> 1 è

n− i
n− 1

≤ 1 ∀i = 1, 2, ...n − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, WT2n−1 -

ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ îò r ∈ (0, 1), è äëÿ ôèêñèðîâàííîãî n ôóíê-

öèÿ ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè r = 1, à ìàêñèìàëüíîå - ïðè r = 0,

ïðè÷åì ∀n > 1

WT2n−1

∣∣∣∣
r=0

= 1 (23)

Ñðàâíèì çíà÷åíèÿ WT2n−1 è WT2n+1 ïðè r = 1. Ñîãëàñíî (22)

WT2n+1 = WT2(n+1)−1 =
2

(2n+ 1)nr

n+1∑
i=1

(n+ 1− i)r − 1

2n+ 1

(
n+ 1

n

)r
(24)

Òîãäà èç (22) è (24) ñëåäóåò, ÷òî

WT2n−1

∣∣∣∣
r=1

=
n(n− 2)

(2n− 1)(n− 1)
, (25)

WT2n+1

∣∣∣∣
r=1

=
n2 − 1

n(2n+ 1)
, (26)

Êàê ñëåäóåò èç (25) è (26), íåðàâåíñòâî WT2n+1

∣∣∣∣
r=1

> WT2n−1

∣∣∣∣
r=1

ýêâèâà-

ëåíòíî íåðàâåíñòâó n(n + 3) − 1 > 0, ÷òî, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ. Òàêèì

îáðàçîì, â ñèëó (23) è ìîíîòîííîãî óáûâàíèÿ WT2n−1 â çàâèñèìîñòè îò r,

WT2n+1 > WT2n−1 íà âñåì ïðîìåæóòêå r ∈ (0, 1) ∀n.

(c) Äîêàæåì, ÷òî WT2n > WT2n+1. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ äîêàçàííûì ðàíåå

ñâîéñòâîì ìîíîòîííîãî íåóáûâàíèÿ WT2n è WT2n+1 â çàâèñèìîñòè îò r, à

òàêæå (17) è (23): òîãäà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü

WT2n

∣∣∣∣
r=1

> WT2n+1

∣∣∣∣
r=1

. Ñîãëàñíî (19) è (26) ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå
n

2n− 1
>

n2 − 1

n(2n+ 1)
⇔ 1− 1

n2
< 1 +

2

2n− 1
,

÷òî, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

2. Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû: ∀n > 1 WF2n > WF2n−1 > WF2n+1, ïðè÷åì

WF2n > WF2n+2. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå µ = m = 0.5, ïîýòîìó ñîãëàñíî (4)

∀n > 1

WFn = Tn −Gn (27)
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Âû÷èñëèì çíà÷åíèå WFn.

Gn - çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Äæèíè â ñëó÷àå n ðàâíûõ ãðóïï. Äëÿ ðàñ÷åòà âîñ-

ïîëüçóåìñÿ èçâåñòíîé ôîðìóëîé

G =

n∑
i,j=1

pipj|yi − yj|

2c
, (28)

ãäå c - ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðèçíàêà. Äëÿ ïîäñ÷åòà èíäåêñà Äæèíè â ñëó÷àå n ðàâíûõ

ãðóïï âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (11). Òîãäà

Gn =
1

n2(n− 1)

n∑
i,j=1

|i− j| = n+ 1

3n
(29)

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå Tn = 1−2L(0.5), ãäå L(0.5) - çíà÷åíèå êðèâîé Ëîðåíöà â òî÷êå

0.5. L(0.5) ðàâíî êóìóëÿòèâíîìó çíà÷åíèþ ïðèçíàêà äëÿ ãðóïïû ñ íîìåðîì n/2,

åñëè n ÷åòíîå; åñëè æå ÷èñëî ãðóïï íå÷åòíî, L(0.5) âû÷èñëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè

(
pcum

(
n− 1

2

)
, ycum

(
n− 1

2

))
è(

pcum

(
n+ 1

2

)
, ycum

(
n+ 1

2

))
.

• Ïóñòü n - ÷åòíîå. Òîãäà

Tn = 1− 2ycum

(n
2

)
= 1− 2 · 2

n

n/2∑
i=1

i− 1

n− 1

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

Tn =
n

2(n− 1)
(30)

Òîãäà â ñëó÷àå ÷åòíîãî ÷èñëà ðàâíûõ ãðóïï, ñîãëàñíî (27) è (29),

WFn =
n2 + 2

6n(n− 1)
(31)

• Ïóñòü n - íå÷åòíîå. Òîãäà

Tn = 1− 2

(
ycum

(
n+1
2

)
− ycum

(
n−1
2

)
pcum

(
n+1
2

)
− pcum

(
n−1
2

) · (1

2
− pcum

(
n− 1

2

))
+ ycum

(
n− 1

2

))
,

(32)

ãäå

pcum

(
n− 1

2

)
=
n− 1

2n
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pcum

(
n+ 1

2

)
=
n+ 1

2n

ycum

(
n− 1

2

)
=

2

n(n− 1)

(n−1)/2∑
i=1

(i− 1) =
n− 3

4n

ycum

(
n+ 1

2

)
= ycum

(
n− 1

2

)
+

2

n(n− 1)

(
n+ 1

2
− 1

)
=
n+ 1

4n

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

Tn =
n+ 1

2n
(33)

Òîãäà â ñëó÷àå íå÷åòíîãî ÷èñëà ðàâíûõ ãðóïï

WFn =
n+ 1

6n
(34)

Ñîãëàñíî (31) è (34)

WF2n =
2n2 + 1

6n(2n− 1)
(35)

WF2n+2 =
2(n+ 1)2 + 1

3(2n+ 1)2
(36)

WF2n−1 =
b

3(2n− 1)
(37)

WF2n+1 =
n+ 1

3(2n+ 1)
(38)

(a) Ïîêàæåì, ÷òî WF2n > WF2n−1. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (35) è (37)

WF2n =
2n2 + 1

6n(2n− 1)
=

n+ 1
2n

3(2n− 1)
>

n

3(2n− 1)
= WF2n−1

(b) Ïîêàæåì, ÷òî WF2n−1 > WF2n+1. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (37) è (38)

WF2n−1 =
n

3(2n− 1)
=

n+ 2n
2n−1

3(2n− 1)
>

n+ 1

3(2n+ 1)
= WF2n+1

(c) Ïîêàæåì, ÷òî WF2n > WF2n+2. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (35) è (36)

WF2n =
2n2 + 1

6n(2n− 1)
= WF2n+2 ·

2n2 + 1

2n(2n− 1)

(2n+ 1)2

2(n+ 1)2 + 1
> WF2n+2

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3

1. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû: ∀α ∈ (0, 1.6] ERn, AGn → 0,ïðè n → ∞.

Ñîãëàñíî (12)

lim
n→∞

ERn =
21+α

3
lim
n→∞

n+ 1

nα+1
= 0

òàê êàê α > 0.

Ñîãëàñíî (13) è (14)

lim
n→∞

AGn = lim
n→∞

1

n− 1
= lim

n→∞

n+ 1

n2
= 0

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

2. Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû: ∀r ∈ (0, 1) WTn → 1 − r

2
ïðè n → ∞.

Ñîãëàñíî (5), â ñëó÷àå ðàâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

WTn = 2r
n∑
i=1

1

n

∣∣∣∣ i− 1

n− 1
− 1

2

∣∣∣∣r (39)

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî n - ÷åòíîå. Òîãäà

lim
n→∞

WTn = lim
n→∞

2r+1

n

n/2∑
i=1

(
1

2
− i− 1

n− 1

)r
= lim

n→∞

2

n

n/2∑
i=1

(
1− 2r(i− 1)

n− 1

)r
=

= lim
n→∞

(
1− r(n+ 2)

2(n− 1)
+

2r

n− 1

)
= 1− r

2

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

3. Òðåòüå óòâåðæäåíèå òåîðåìû, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (31) è (34):

lim
n→∞

WFn = lim
n→∞

n2 + 2

6n(n− 1)
= lim

n→∞

n+ 1

6n
=

1

6

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, AGn è ERn ìîíîòîííî óáûâàþò

ñ ðîñòîì n. Ñëåäîâàòåëüíî, ∆ = AGn − ERn ëèáî èìååò ïîñòîÿííûé çíàê íà N, ëèáî

ñóùåñòâóåò n∗, òàêîå ÷òî ∆(n) ìåíÿåò çíàê, ïðè n = n∗.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∀n ∆n ≥ 0, ò.å. AGn ≥ ERn. Íî òîãäà, ñîãëàñíî (12), (13) è (14)

1

n− 1
>
n+ 1

n2
≥
(

2

n

)1+α
n+ 1

3
⇒ n >

(
21+α

3

) 1
1+α

,
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÷òî íå âûïîëíÿåòñÿ, ïðè α = 1.6, n = 2.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ∀n ∆n ≤ 0⇒ AGn ≤ ERn. Òîãäà(
2

n

)1+α
n+ 1

3
≥ 1

n− 1
>
n+ 1

n2
⇒ n1+α

n2 − 1
≤ 21+α

3
,

÷òî íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè α = 1.6, n = 4.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ìîíîòîííîñòèAGn è ERn , ñóùåñòâóåò òàêîå n
∗, ÷òî ∆n ìåíÿåò

çíàê, ïðè n = n∗. Ïðè ýòîì AG3 =

(
2

3

)2

, ER3 = 2

(
2

3

)2+α

⇒ AG3 < ER3, èç ÷åãî

ñëåäóåò, ÷òî ïðè ìàëûõ n AGn < ERn. Òàêèì îáðàçîì, ïðè n ≤ n∗, ∆n ≤ 0 ⇒ ïðè

n > n∗, ∆n > 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5 Ïîêàæåì, ÷òî ∀n ≥ 1 WT2n > WF2n. Äåéñòâèòåëüíî, ñ

ó÷åòîì (16) è (31)

WT2n =
1

2n(n− 1)r

n∑
i=1

(2n−2i+1)r >
3
∑n

i=1(2n− 2i+ 1)r

3n(2n− 1)
>

3n(n+ 1)

6n(2n− 1)
>

2n2 + 1

6n(2n− 1)
= WF2n

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ∀n ≥ 1WT2n+1 > WF2n+1 Ñîãëàñíî (24) è (34)

WT2n+1 =
2

2n(n+ 1)nr

n+1∑
i=1

(n− i+ 1)r − 1

2n+ 1

(
n+ 1

n

)r
>

>
(n+ 1)(n+ 2)− (n+ 1)r

nr(2n+ 1)
=

(n+ 1)2

3n(2n+ 1)
>

n+ 1

3(2n+ 1)
= WF2n+1

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6 Â ñëó÷àå n ðàâíûõ ãðóïï pi =
1

n
∀i = 1, ...n. Òîãäà

ñîãëàñíî (1)

ER =
21+α

n2+α

n∑
i=1

n∑
j=1

|yi − yj| (40)

Âûðàçèì S =
n∑
i=1

n∑
j=1

|yi − yj| ÷åðåç Sequal =
n∑
i=1

n∑
j=1

∣∣∣∣ i− 1

n− 1
− j − 1

n− 1

∣∣∣∣ . Â ðàññìàòðèâàåìîì

ñëó÷àå yi =
i− 1

n− 1
∀i 6= n+ 1

2
. Òîãäà

S =
n∑
i=1

n∑
j=1

|yi − yj| = Sequal − 2
n∑
i=1

∣∣∣∣ i− 1

n− 1
− 1

2

∣∣∣∣+ 2
n∑
i=1

∣∣∣∣ i− 1

n− 1
− x
∣∣∣∣− 2

(
x− 1

2

)
=

= Sequal − 2

n+1
2
−1∑

i=1

(
1

2
− i− 1

n− 1

)
− 2

n∑
n+1
2

+1

(
i− 1

n− 1
− 1

2

)
+ 2

n+1
2
−1∑

i=1

(
x− i− 1

n− 1

)
+
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+2
n∑

n+1
2

+1

(
i− 1

n− 1
− x
)
− 2

(
x− 1

2

)
= Sequal − 2

n+ 1

2(n− 1)

n− 1

2
+ 2

n+ 1

2(n− 1)

n− 1

2
+

2x− 1− 2

(
x− 1

2

)
= Sequal

Òàêèì îáðàçîì, íåçàâèñèìî îò ïîëîæåíèÿ öåíòðàëüíîé ãðóïïû S = Sequal, îòêóäà ñî-

ãëàñíî (40), ER = ERequal =

(
2

n

)1+α
n+ 1

3
. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7 Â ñëó÷àå n ðàâíûõ ãðóïï pi =
1

n
∀i = 1, ...n. Òîãäà

ñîãëàñíî (3)

AG =
4

n2

n∑
i=1

|yi − c| (41)

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå yi =
i− 1

n− 1
∀i 6= n+ 1

2
. Òîãäà

AG =
4

n2

 n+1
2∑
i=1

(c− yi) + |x− c|+
n∑

i=n+1
2

+1

(yi − c)

 =
4

n2

(
n+ 1

4
+ |x− c|

)
,

ãäå

c =
1

n

n∑
i=1

yi =
1

2
− 1

2n
+
x

n

Òàêèì îáðàçîì â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íå÷åòíîãî ÷èñëà ðàâíûõ ãðóïï ñ íåôèêñèðî-

âàííîé öåíòðàëüíîé ãðóïïîé

AG =
4

n2

(
n+ 1

4
+
n− 1

n

∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣) (42)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
dAG

dx
=

4(n− 1)

n3
sign

(
x− 1

2

)
(43)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìóì ôóíêöèè AG áóäåò äîñòèãàòüñÿ, ïðè x =
1

2
, ïðè÷åì ïðè

x >
1

2
ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò

(
dAG

dx
> 0

)
, à ïðè x <

1

2
óáûâàåò

(
dAG

dx
< 0

)
. Îòñþäà

ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî çíà÷åíèå èíäåêñà Àëåñêåðîâà - Ãîëóáåíêî áóäåò ìàêñèìàëüíî

ëèáî ïðè x =
n− 3

2(n− 1)
, ëèáî ïðè x =

n+ 1

2(n− 1)
, ëèáî ñðàçó â îáîèõ òî÷êàõ (åñëè çíà÷åíèÿ

èíäåêñà â ýòèõ òî÷êàõ áóäóò ðàâíû). Ñîãëàñíî (42)

AG
∣∣∣
x= n−3

2(n−1)

=
4

n2

(
n+ 1

4
+
n− 1

n

(
1

2
− n− 3

2(n− 1)

))
=

4

n2

(
n+ 1

4
+

1

n

)
,
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AG
∣∣∣
x= n+1

2(n−1)

=
4

n2

(
n+ 1

4
+
n− 1

n

(
n+ 1

2(n− 1)
− 1

2

))
=

4

n2

(
n+ 1

4
+

1

n

)
,

îòêóäà âèäíî, ÷òî

AG
∣∣∣
x= n−3

2(n−1)

= AG
∣∣∣
x= n+1

2(n−1)

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8

1. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ èíäåêñà Âàíãà-Öóè. Â ñëó÷àå ðàâíîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ íå÷åòíîãî ÷èñëà ãðóïï pi =
1

n
, m = x. Òîãäà ñîãëàñíî (5)

WT =
1

n

n∑
i=1

∣∣∣yi
x
− 1
∣∣∣r (44)

Òîãäà
dWT

dx
= − r

nx2

n∑
i=1

∣∣∣yi
x
− 1
∣∣∣r−1 yi · sign|yi − x| (45)

Ïîêàæåì, ÷òî S =
n∑
i=1

∣∣∣yi
x
− 1
∣∣∣r−1 yi · sign|yi − x| > 0.

Òàê êàê äëÿ ∀i 6= n+ 1

2
ïîçèöèè ãðóïï yi =

i− 1

n− 1

S = −
n−1
2∑
i=1

(
x− i− 1

n− 1

)r−1
i− 1

n− 1
+

n∑
i=n+1

2

(
i− 1

n− 1
− x
)r−1

i− 1

n− 1
=

=

n−1
2∑
i=1

((
i+ n−1

2
− 1

n− 1
− x
)r−1

i+ n−1
2
− 1

n− 1
−
(
x− i− 1

n− 1

)r−1
i− 1

n− 1

)
+ (1− x)r

Ïóñòü x − i− 1

n− 1
= δ. Òàê êàê

n− 3

2(n− 1)
≤ x ≤ n+ 1

2(n− 1)
è 1 ≤ i ≤ n− 1

2
, δ óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ 0 ≤ δ ≤ 1

2
. Òîãäà i-òîå ñëàãàåìîå ïîëó÷åííîé ñóììû

(
i+ n−1

2
− 1

n− 1
− x
)r−1

i+ n−1
2
− 1

n− 1
−
(
x− i− 1

n− 1

)r−1
i− 1

n− 1
=

=

(
1

2
− δ
)r−1(

i− 1

n− 1
+

1

2

)
− δr−1 i− 1

n− 1
≥
(

1

2

)r−1(
i− 1

n− 1
+

1

2

)
> 0

Òàê êàê âñå ñëàãàåìûå ñóììû S ïîëîæèòåëüíû, S > 0 ⇒ dWT

dx
= − r

nx2
S < 0 ⇒

çíà÷åíèå èíäåêñà WT ìîíîòîííî óáûâàåò ñ ðîñòîì x. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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2. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ èíäåêñà Âîëüôñîíà-Ôîñòåðà (4).

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå T = 1−2L(0.5) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå. Òàê êàê n íå÷åòíî,

çíà÷åíèå T áóäåò ðàññ÷èòûâàòüñÿ ïî ôîðìóëå (32) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â ñëó÷àå

íåôèêñèðîâàííîé öåíòðàëüíîé ãðóïïû

ycum

(
n+ 1

2

)
=
n− 3

4n
+

2x

n

Òîãäà

T =
3(n+ 1)

4n
+
x

n
(46)

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå èíäåêñà Äæèíè â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå. Äëÿ ýòîãî âîñïîëü-

çóåìñÿ ôàêòîì, ïîëó÷åííûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4: â ðàññìàòðèâàåìîì

ñëó÷àå

S =
n∑
i=1

n∑
j=1

|yi − yj| =
n∑
i=1

n∑
j=1

∣∣∣∣ i− 1

n− 1
− j − 1

n− 1

∣∣∣∣ = Sequal

Îòêóäà, èñïîëüçóÿ (28) è (29), ïîëó÷èì

G =
Sequal
2cn2

=
Gn

2c
=
n+ 1

6nc
(47)

ãäå c =
1

2
− 1

2n
+
x

n
- ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðèçíàêà. Òàê êàê â ñëó÷àå íå÷åòíîãî

÷èñëà ðàâíûõ ãðóïï ñ öåíòðàëüíîé ãðóïïîé â òî÷êå x ìåäèàííîå çíà÷åíèå ïðèçíàêà

m = x ñîãëàñíî (4)

WF =
3(n+ 1)

4n
· c
x
− c

n
− n+ 1

6n
· 1

x
(48)

Îòñþäà

dWF

dx
=

3(n+ 1)

4n
· c
′
xx− c
x2

− c′

n
+
n+ 1

6n
· 1

x2
= −(n+ 1)(5n− 9)

24n2x2
− 1

n2
< 0,

èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå èíäåêñàWF ìîíîòîííî óáûâàåò ñ ðîñòîì x. Òåîðåìà

äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9

1. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû: ∀n > 1 M2,n+1 < M2,n. Ñîãëàñíî (9)

M2,n =
8

n2

n∑
i=1

(
i− 1

n− 1
− 1

2

)2

=
8

n2

n∑
i=1

(
i2

(n− 1)2
+

n

(n− 1)2
+

1

4
− i(n+ 1)

(n− 1)2

)
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Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ôîðìóëû ñóììû n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è êâàäðàòîâ n íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë, ïîëó÷èì

M2,n =
2(n+ 1)

3n(n− 1)
, (49)

îòêóäà ñëåäóåò

M2,n

M2,n+1

=
(n+ 1)2

(n− 1)(n+ 2)
=
n2 + 2n+ 1

n2 + n− 2
> 1⇒M2,n > M2,n+1

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

2. Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû: ∀n > 1 M3,n+1 < M3,n. Ñîãëàñíî (10)

M3,n =
16

n2

n∑
i=1

∣∣∣∣ i− 1

n− 1
− 1

2

∣∣∣∣3 =
16

n2(n− 1)3

n∑
i=1

∣∣∣∣i− n+ 1

2

∣∣∣∣3
(a) Ïóñòü n ÷åòíî.

M3,n =
16

n2(n− 1)3

 n/2∑
i=1

(
n+ 1

2
− i
)3

+
n∑

i=n/2+1

(
i− n+ 1

2

)3


Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ÷åòíûõ n

M3,n =
n2 − 2

4(n− 1)3
(50)

(b) Ïóñòü n íå÷åòíî.

M3,n =
16

n2(n− 1)3

(n+1)/2∑
i=1

(
n+ 1

2
− i
)3

+
n∑

i=(n+1)/2+1

(
i− n+ 1

2

)3


Îòêóäà ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

M3,n =
(n2 − 1)2

4n2(n− 1)3
(51)

Ïîêàæåì, ÷òî M3,n+1 < M3,n. Åñëè n ÷åòíî, òî n+ 1 íå÷åòíî, è òîãäà

M3,n −M3,n+1 =
n2 − 2

4(n− 1)3
− ((n+ 1)2 − 1)2

4(n+ 1)2n3
=

(n2 − 2)(n+ 2)2

4(n− 1)3(n+ 1)2n
> 0

Åñëè n íå÷åòíî, òî n+ 1 ÷åòíî, ñëåäîâàòåëüíî

M3,n −M3,n+1 =
(n2 − 1)2

4n2(n− 1)3
− (n+ 1)2 − 2

4n3
=
n(n+ 4)− 1

4n3(n− 1)
> 0

Îòñþäà ∀n M3,n > M3,n+1. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10 Ïóñòü n ÷åòíîå. Òîãäà ñîãëàñíî (13), (49) è (50)

AGn =
1

n− 1
≥ 2(n+ 1)

3n
· 1

n− 1
= M2,n

M2,n =
2(n+ 1)

3n(n− 1)
=

2(n2 − 1)

3n(n− 1)2
>

2

3
· n

2 − 2

(n− 1)3
>

n2 − 2

4(n− 1)3
= M3,n

Ïóñòü òåïåðü n íå÷åòíîå. Òîãäà ñîãëàñíî (14), (49) è (51)

AGn =
n+ 1

n2
>

n+ 1

n(n− 1)
>

2

3
· n+ 1

n(n− 1)
= M2,n

M2,n =
2(n+ 1)

3n(n− 1)
=

2(n2 − 1)

3n(n− 1)2
>

2(n2 − 1)

3n(n− 1)2
· n

2 − 1

n2 − n
=

2(n2 − 1)2

3n2(n− 1)3
>

(n2 − 1)2

4n2(n− 1)3
= M3,n

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11

1. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿM2. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ðàçìåðû ãðóïï

îäèíàêîâû è ðàâíû pi = 1
n
. Òîãäà ñîãëàñíî (9)

M2 =
8

n2

n∑
i=1

(yi − c)2, (52)

ãäå c =
1

2
− 1

2n
+
x

n
. Òîãäà

dM2

dx
= −16

n2

n∑
i=1

(yi − c) · c′x +
16

n2
· (x− c) =

= −16

n3

(
n∑
i=1

i− 1

n− 1
+ x− 1

2
− n

2
+

1

2
− x

)
+

16

n2
· (x− c),

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
dM2

dx
=

16

n2
· (x− c) (53)

Ïðîèçâîäíàÿ (53) îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè x = c, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

âîçìîæíî òîëüêî ïðè x =
1

2
. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, ïðè x <

1

2
áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

dM2

dx
< 0 è çíà÷åíèå èíäåêñà áóäåò óáûâàòü, à ïðè x >

1

2
, íàîáîðîò, âîçðàñòàòü.

Ïîêàæåì, ÷òî çíà÷åíèÿ èíäåêñà â òî÷êàõ x =
n− 3

2(n− 1)
è x =

n+ 1

2(n− 1)
áóäóò ñîâ-

ïàäàòü. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì x =
n− 3

2(n− 1)
=

1

2
− 1

n− 1
. Â ýòîì ñëó÷àå

c =
1

2
− 1

n(n− 1)
è ñîãëàñíî (52)

M2

∣∣∣∣
x= 1

2
− 1
n−1

=
8

n2

(
n∑
i=1

(
i− 1

n− 1
− 1

2
+

1

n(n− 1)

)2

+
1

n2
− 1

n2(n− 1)2

)
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Â ñëó÷àå x =
n+ 1

2(n− 1)
=

1

2
+

1

n− 1
, c =

1

2
+

1

n(n− 1)
è ñîãëàñíî (52)

M2

∣∣∣∣
x= 1

2
+ 1
n−1

=
8

n2

(
n∑
i=1

(
i− 1

n− 1
− 1

2
− 1

n(n− 1)

)2

+
1

n2
− 1

n2(n− 1)2

)

Ïðè ïîìîùè íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü

n∑
i=1

(
i− 1

n− 1
− 1

2
+

1

n(n− 1)

)2

=
n∑
i=1

(
i− 1

n− 1
− 1

2
− 1

n(n− 1)

)2

=
n4 − n2 + 12

12n(n− 1)2
,

îòêóäà ïîëó÷èì

M2

∣∣∣∣
x= 1

2
− 1
n−1

= M2

∣∣∣∣
x= 1

2
+ 1
n−1

(54)

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

2. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ M3. Ñîãëàñíî (10) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

M3 =
16

n2

n∑
i=1

|yi − c|3, (55)

ãäå c =
1

2
− 1

2n
+
x

n
. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè M3 ïî x.

dM3

dx
=

48

n2

(
−

n∑
i=1

(yi − c)2 · c′x · sign(yi − c) + (x− c)2sign(x− c)

)
=

=
48

n2

 1

n

(n−1)/2∑
i=1

(
i− 1

n− 1
− c
)2

− 1

n

n∑
i=1+n+1

2

(
i− 1

n− 1
− c
)2

+

(
1− 1

n

)
(x− c)2sign(x− c)


Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ñóìì ïîëó÷èì

dM3

dx
=

(
1− 1

n

)
(x− c)2sign(x− c) (56)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó äîêàçàòåëüñòâà, ïðîèçâîäíàÿ (56) îáðàùàåòñÿ â

íîëü ïðè x =
1

2
, ïðè x <

1

2
áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

dM2

dx
< 0 è çíà÷åíèå èíäåêñà áóäåò

óáûâàòü, à ïðè x >
1

2
, íàîáîðîò, âîçðàñòàòü. Ïîêàæåì, ÷òî çíà÷åíèÿ èíäåêñà â

òî÷êàõ x =
n− 3

2(n− 1)
è x =

n+ 1

2(n− 1)
áóäóò ñîâïàäàòü. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì

x =
n− 3

2(n− 1)
=

1

2
− 1

n− 1
. Â ýòîì ñëó÷àå c =

1

2
− 1

n(n− 1)
è ñîãëàñíî (55)

M3

∣∣∣∣
x= 1

2
− 1
n−1

=
16

n2

(
n∑
i=1

∣∣∣∣ i− 1

n− 1
− 1

2
+

1

n(n− 1)

∣∣∣∣3 +
1

n3
− 1

n3(n− 1)3

)
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Â ñëó÷àå x =
n+ 1

2(n− 1)
=

1

2
+

1

n− 1
, c =

1

2
+

1

n(n− 1)
è ñîãëàñíî (55)

M3

∣∣∣∣
x= 1

2
+ 1
n−1

=
16

n2

(
n∑
i=1

∣∣∣∣ i− 1

n− 1
− 1

2
− 1

n(n− 1)

∣∣∣∣3 +
1

n3
− 1

n3(n− 1)3

)

Ïðè ýòîì ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî

n∑
i=1

∣∣∣∣ i− 1

n− 1
− 1

2
+

1

n(n− 1)

∣∣∣∣3 =
n∑
i=1

∣∣∣∣ i− 1

n− 1
− 1

2
− 1

n(n− 1)

∣∣∣∣3 ,
òàê êàê ýòè ñóììû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êóáè÷åñêèå ìîìåíòû îòíîñèòåëüíî ñèì-

ìåòðè÷íûõ öåíòðîâ. Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò

M3

∣∣∣∣
x= 1

2
− 1
n−1

= M3

∣∣∣∣
x= 1

2
+ 1
n−1

(57)

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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