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Ââåäåíèå

Îäíèì èç âàæíûõ íàïðàâëåíèé â ñîâðåìåííîì ôóíêöèîíàëüíîì àíàëè-

çå ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâ Áàíàõà-Êàíòîðîâè÷à, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò

èñïîëüçîâàòü ìåòîäû êëàññè÷åñêîé òåîðèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ â èññëå-

äîâàíèÿõ ïðîñòðàíñòâ âåêòîðíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé è èõ ëèíåéíûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé. Ñîäåðæàòåëüíàÿ ñâÿçü ìåæäó òåîðèåé ïðîñòðàíñòâ Áàíàõà-

Êàíòîðîâè÷à è òåîðèåé îïåðàòîðíûõ àëãåáð áûëè îáíàðóæåíû È. Êàïëàí-

ñêèì, êîòîðûé âïåðâûå ââåë êëàññ AW ∗-ìîäóëåé, ÿâëÿþùèõñÿ ïðèìåðîì

ïðîñòðàíñòâ Áàíàõà-Êàíòîðîâè÷à, íîðìà â êîòîðûõ ïîðîæäàåòñÿ âåêòîð-

íîçíà÷íûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Âïîñëåäñòâèå, òàêèå áàíàõîâû ìî-

äóëè ñòàëè íàçûâàòüñÿ ìîäóëÿìè Êàïëàíñêîãî-Ãèëüáåðòà (ÌÊÃ). Ïîäðîá-

íîå èçëîæåíèå òåîðèè ÌÊÃ íàä êîììóòàòèâíûìè AW ∗-àëãåáðàìè äàíî â

([5, ãë. 7]). Öåíòðàëüíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèÿ

AW ∗-àëãåáðû M òèïà I â âèäå ∗-àëãåáðû âñåõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ

îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ÌÊÃ íàä öåíòðîì M.

Ðàçâèòèå òåîðèè íåêîììóòàòèâíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèâåëî ê íåîáõîäè-

ìîñòè èçó÷åíèÿ ∗-àëãåáð èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ. Öåíòðîì â òàêèõ àëãåá-

ðàõ ñëóæèò àëãåáðà L0 âñåõ èçìåðèìûõ êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé. Â ñâÿçè ñ

ýòèì, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîëåçíîé âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè ∗-àëãåáð èçìåðè-

ìûõ îïåðàòîðîâ â âèäå ∗-àëãåáðû ëèíåéíûõ L0-îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ,

äåéñòâóþùèõ â ñîîòâåòñòâóþùåì ÌÊÃ íàä L0. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è

íåîáõîäèìî ïîñòðîåíèå òåîðèè ÌÊÃ íàä L0, ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî áûëî

ñäåëàíî È. Êàïëàíñêèì íàä êîììóòàòèâíûìè AW ∗-àëãåáðàìè. Â íàñòîÿ-
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ùåé äèññåðòàöèè íà÷àòà ðàáîòà ïî ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ. Ïåðâûé ïàðàãðàô ïîñâÿ-

ùåí îïèñàíèþ îñíîâíûõ ñâîéñòâ ÌÊÃ íàä L0. Öåíòðàëüíûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ

ðåçóëüòàò î ïðåäñòàâëåíèè ïðîèçâîëüíîãî ÌÊÃ íàä L0 â âèäå ¾ñêëåéêè¿

îäíîðîäíûõ ÌÊÃ íàä L0. Â ÷àñòíîñòè ýòî ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü âàæíîå

îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå ÌÊÃ X = Y ⊕ Y ⊥ äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî L0-

ïîäìîäóëÿ Y â X. Òàêîå ðàçëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì èíñòðóìåíòîì ïðè

äîêàçàòåëüñòâå èçâåñòíîé òåîðåìû Ãèëüáåðòà-Øìèäòà îá îïèñàíèè äåéñò-

âèÿ êîìïàêòíîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñò-

âå. Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî âàðèàíò ýòîé òåîðåìû ñîõðàíèòñÿ è äëÿ ÌÊÃ.

Â äèññåðòàöèè äàåòñÿ ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äëÿ σ-êîíå÷íîìåðíûõ ÌÊÃ

íàä L0. Äëÿ ýòîé öåëè â §2 îïèñûâàþòñÿ ñâîéñòâà L0-îãðàíè÷åííûõ L0-

ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé â ÌÊÃ íàä L0, à â §3 èçó÷àåòñÿ ñïåêòð òàêèõ îïå-

ðàòîðîâ äëÿ σ-êîíå÷íîìåðíûõ ÌÊÃ íàä L0. Îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû , ïî-

ëó÷åííûå â §3, â ïîñëåäíåì, ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå äèññåðòèàöèè óñòàíàâ-

ëèâàåòñÿ âàðèàíò òåîðåìû Ãèëüáåðòà-Øìèäòà äëÿ σ-êîíå÷íîìåðíûõ ìîäó-

ëåé, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé äàåòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå äåéñòâèÿ ïðîèçâîëüíîãî

L0-îãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî â σ-êîíå÷íîìåðíîì

ÌÊÃ íàä L0.

Èñïîëüçóåòñÿ òåðìèíîëîãèÿ è îáîçíà÷åíèÿ òåîðèè áàíàõîâûõ ìîäóëåé èç

[5].
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1 Ìîäóëè Êàïëàíñêîãî-Ãèëüáåðòà íàä L0

Ïóñòü (Ω,Σ, µ) � èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî ñ êîíå÷íîé ìåðîé, L 0(Ω) � ∗-

àëãåáðà âñåõ êîìïëåêñíûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé, îïðåäåë¼ííûõ íà Ω, L∞(Ω)

� ∗-ïîäàëãåáðà âñåõ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé èç L 0(Ω).

×åðåç L0 = L0(Ω) îáîçíà÷èì ôàêòîð-àëãåáðó L 0(Ω)/∼ âñåõ êëàññîâ ýê-

âèâàëåíòíîñòè [f ] ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè f ∼ g ⇔ f = g ïî÷òè

âñþäó. Ïîëîæèì L0
h = {[f ] : f = f̄}. Îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî ÷àñòè÷-

íîãî ïîðÿäêà â L0
h ([f ] 6 [g] ⇔ f 6 g ï. â., ãäå [f ] � êëàññ ýêâèâàëåíò-

íîñòè ñ ïðåäñòàâèòåëåì f) àëãåáðà L0
h ÿâëÿåòñÿ óñëîâíî ïîëíîé âåêòîðíîé

ðåøåòêîé ñî ñëàáîé åäèíèöåé 1(ω) = 1, ω ∈ Ω, à ìíîæåñòâî B(Ω) âñåõ

èäåìïîòåíòîâ â L0
h îáðàçóåò ïîëíóþ áóëåâó àëãåáðó.

Â äàëüíåéøåì âìåñòî çàïèñè [f ] ∈ L0(Ω) áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ çàïèñü

f ∈ L0(Ω), êîòîðàÿ ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíò-

íîñòè ñ ïðåäñòàâèòåëåì f .

Òàê êàê µ � êîíå÷íàÿ ìåðà íà B(Ω), òî B(Ω) èìååò ñ÷åòíûé òèï, òî åñòü

ëþáîå ñåìåéñòâî ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ èç B(Ω) íå

áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

Îïðåäåëèì íà L0 âåêòîðíóþ òîïîëîãèþ, èñïîëüçóÿ ñõîäèìîñòü ïî ìåðå

µ. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ∈ L0 ñõîäèòñÿ ïî ìåðå ê f ∈ L0, åñëè

µ({ω ∈ Ω : |fn(ω)− f(ω)| > ε})→ 0

ïðè n → ∞ äëÿ âñåõ ε > 0 (îáîçíà÷åíèå: fn
µ−→ f). Â ñëåäóþùåì óòâåðæ-

äåíèè óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ñõîäèìîñòü ïî ìåðå ñîâïàäàåò ñî ñõîäèìîñòüþ
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â ñïåöèàëüíîé ìåòðèêå.

Òåîðåìà 1.1 ([1] ãë. I, �1). à) ρ(f, g) =
∫
Ω

|f − g|
1 + |f − g|

dµ åñòü ìåòðèêà íà

L0, ãäå f, g ∈ L0;

á) åñëè f, fn ∈ L0, n ∈ N = {1, 2, 3, . . . }, òî

fn
µ−→ f ⇔ fn

ρ−→f .

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (L0, ρ) ÿâëÿåòñÿ F -ïðîñòðàíñòâîì, òî åñòü

ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ñ èíâàðèàíòíîé ìåòðè-

êîé. Òîïîëîãèÿ τµ, ïîðîæäåííàÿ ìåòðèêîé ρ íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèåé ñõîäè-

ìîñòè ïî ìåðå µ.

Ñèñòåìà ìíîæåñòâ U(ρ, ε) = {f ∈ L0 : ρ(0, f) 6 ε} åñòü áàçèñ çàìêíó-

òûõ, çàïîëíåííûõ îêðåñòíîñòåé íóëÿ â (L0, τµ). Ñâîéñòâî çàïîëíåííîñòè

îçíà÷àåò, ÷òî èç |f | 6 |g|, f ∈ L0, g ∈ U(ρ, ε) ñëåäóåò, ÷òî f ∈ U(ρ, ε).

Ñåòü {fα}α∈A ýëåìåíòîâ èç âåêòîðíîé ðåøåòêè L0
h(Ω) óáûâàåò (ñîîòâåòñò-

âåííî, âîçðàñòàåò) ê f ∈ L0
h(Ω) åñëè fα > fβ (ñîîòâåòñòâåííî, fα 6 fβ) ïðè

α 6 β è inf
α∈A

fα = f (ñîîòâåòñòâåííî, sup
α∈A

fα = f). Ãîâîðÿò, ÷òî ñåòü {fα}α∈A
ýëåìåíòîâ â âåêòîðíîé ðåøåòêå L0

h(Ω) ïîðÿäêîâî ñõîäèòñÿ èëè (o)-ñõîäèòñÿ

ê f ∈ L0
h(Ω), åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ñåòè {hα}α∈A, {gα}α∈A ⊂ L0

h(Ω), ÷òî

hα 6 fα 6 gα, ∀α ∈ A è hα ↑ f, gα ↓ f . Â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíò f íàçûâàþò

ïîðÿäêîâûì ïðåäåëîì èëè (o)-ïðåäåëîì ñåòè {fα}α∈A è ïèøóò fα
(o)−→ f .

Èçâåñòíî, ÷òî fn
(o)−→ f òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà fn → f ï. â. íà Ω.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èç fα
(o)−→ f âñåãäà ñëåäóåò fα

τµ−→ f .

Ïóñòü X � ëåâûé óíèòàðíûé L0-ìîäóëü, òî åñòü X � àáåëåâà ãðóïïà

îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ”+” è íà X çàäàíû îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ
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ñëåâà íà ýëåìåíòû èç L0(Ω), îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè:

1) α(x+ y) = αx+ αy;

2) (α + β)x = αx+ βx;

3) α(βx) = (αβ)x;

4) 1x = x;

∀x, y ∈ X, ∀α, β ∈ L0(Ω).

Ââîäÿ óìíîæåíèå ñïðàâà ïî ïðàâèëó xα := αx è èñïîëüçóÿ êîììóòà-

òèâíîñòü àëãåáðû L0(Ω) ïîëó÷èì, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì óíèòàðíûì L0-

ìîäóëåì. Â äàëüíåéøåì X áóäåì íàçûâàòü L0-ìîäóëåì.

L0-ìîäóëü íàçûâàåòñÿ òî÷íûì, åñëè äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî α ∈ L0(Ω)

ñóùåñòâóåò òàêîå x ∈ X, ÷òî αx 6= 0. Â äàëüíåéøåì, êàê ïðàâèëî, áóäåì

ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òî÷íûå L0-ìîäóëè.

Ïîäìíîæåñòâî Y L0-ìîäóëÿ X íàçûâàåòñÿ L0-ïîäìîäóëåì, åñëè x+ y ∈

Y, αx ∈ Y äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Y, α ∈ L0.

ÏóñòüX � L0-ìîäóëü. Îòîáðàæåíèå ‖.‖ : X → L0
h íàçûâàåòñÿ L0-íîðìîé,

åñëè:

1) ‖x‖ > 0 ∀x ∈ X è ‖x‖ = 0⇔ x = 0;

2) ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖ ∀x ∈ X, λ ∈ L0;

3) ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖ ∀x, y ∈ L0.

Ïàðà (X, ‖.‖), ãäå X � L0-ìîäóëü, ‖.‖ � L0-íîðìà íà X, íàçûâàåòñÿ íîð-

ìèðîâàííûì L0-ìîäóëåì.
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Óòâåðæäåíèå 1.2 Åñëè (X, ‖.‖) � íîðìèðîâàííûé L0-ìîäóëü, A ⊂ B(Ω), x ∈

X è ex = 0 ∀e ∈ A, òî (supA)x = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâ ‖(supA)x‖ = (supA)‖x‖ = sup
e∈A

(e‖x‖) = 0

ñëåäóåò, ÷òî (supA)x = 0.

2

Ãîâîðÿò, ÷òî ñåòü {xα}α∈A èç íîðìèðîâàííîãî L0-ìîäóëÿ X (bo)-ñõîäèòñÿ

ê ýëåìåíòó x ∈ X, åñëè ‖xα − x‖ (o)−→ 0. Ñåòü {xα}α∈A íàçûâàþò (bo)-

ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè
(

sup
α,β>γ

‖xα − xβ‖
)
↓ 0. Íîðìèðîâàííûé L0-ìîäóëü

íàçûâàåòñÿ áàíàõîâûì, åñëè âñÿêàÿ (bo)-ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñåòü â íåì (bo)-

ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó ýòîãî L0-ìîäóëÿ.

Îäíîâðåìåííî ñ (bo)-ñõîäèìîñòüþ â (X, ‖.‖) áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ òî-

ïîëîãè÷åñêàÿ ñõîäèìîñòü â (X, ‖.‖), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì.

Ïóñòü {U(ρ, ε) : ε > 0} � áàçèñ çàïîëíåííûõ çàìêíóòûõ îêðåñòíîñòåé

íóëÿ â (L0, τµ). Ïîëîæèì W (ε) = {x ∈ X : ‖x‖ ∈ U(ρ, ε)}. Òîãäà â X

ñóùåñòâóåò îòäåëèìàÿ òîïîëîãèÿ t, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé (X, t) � òîïî-

ëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî è ñèñòåìà {W (ε) : ε > 0} � îáðàçóåò

áàçèñ îêðåñòíîñòåé íóëÿ [2]. ßñíî, ÷òî t � ìåòðèçóåìàÿ òîïîëîãèÿ, òàê êàê

t èìååò ñ÷åòíûé áàçèñ {W
( 1
n

)
}∞n=1 îêðåñòíîñòåé íóëÿ [3, ñòð. 25].

Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn ê x â òîïîëîãèè t (îáîçíà÷åíèå: xn t−→

x) îçíà÷àåò, ÷òî ‖xn−x‖
µ−→ 0. Òîïîëîãèþ t âX áóäåì íàçûâàòü òîïîëîãèåé,

ïîðîæäåííîé íîðìîé ‖.‖X è ñõîäèìîñòüþ ïî ìåðå.
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Çàìå÷àíèå 1.3 Åñëè {xα}α∈A ⊂ X è {xα} � (bo)-ñõîäèòñÿ ê x ∈ X, òî

‖xα− x‖X
(o)−→ 0, è ïîòîìó, ‖xα− x‖X

τµ−→ 0. Òàê êàê òîïîëîãèÿ τµ � ìåò-

ðèçóåìà, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ α1 6 α2 6 . . .

òàêàÿ, ÷òî ‖xαk − x‖X
τµ−→ 0. Ïîýòîìó, äëÿ (bo)-ïîëíîòû X äîñòàòî÷íî

ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ (bo)-ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿ-

åòñÿ (bo)-ñõîäÿùåéñÿ.

Ãîâîðÿò, ÷òî (X, ‖.‖) � t-áàíàõîâ, åñëè ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü â (X, t) ñõîäèòñÿ â (X, t).

Òåîðåìà 1.4 [4]. (X, t) � t-áàíàõîâ ⇔ (X, ||.||) � áàíàõîâ.

Òàê êàê áóëåâà àëãåáðà B(Ω) èìååò ñ÷åòíûé òèï, òî ëþáîå ðàçáèåíèå

åäèíèöû {ei} ⊂ B(Ω), eiej = 0, i 6= j, sup ei = 1 � íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

×åðåç

χA(ω) =


1, ω ∈ A

0, ω ∈ Ω \ A

áóäåì îáîçíà÷àòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà A.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè pn ∈ B(Ω), pn ↓ 0, fn ∈ L0(Ω), òî χ{pn|fn|>ε} 6 pn è

ïîòîìó 0 6 µ({pn|fn| > ε}) 6 µ(pn) ↓ 0, òî åñòü pnfn
µ−→ 0.

Óòâåðæäåíèå 1.5 Ïóñòü (X, ‖.‖) � áàíàõîâ L0-ìîäóëü. Òîãäà äëÿ ëþáî-

ãî ðàçáèåíèÿ åäèíèöû {ei}∞i=1 ⊂ B(Ω) è ëþáûõ {xi}∞i=1 ⊂ X ñóùåñòâóåò

òàêîå åäèíñòâåííîå x ∈ X, ÷òî eix = eixi, i = 1, 2, . . . .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {ei}∞i=1 � ðàçáèåíèå åäèíèöû è {xi}∞i=1 ⊂ X.
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Äëÿ êàæäîãî n ∈ N ïîëîæèì

gn =
n∑
i=1

ei, yn =
n∑
i=1

eixi

ßñíî, ÷òî gn ↑ 1, è ïîòîìó sup
i>n

ei = g⊥n := (1− gn) ↓ 0.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn ôóíäàìåíòàëüíà â (X, t). Èìååì

ïðè n > m

‖yn − ym‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

i=m+1

eixi

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

i=m+1

e⊥meixi

∥∥∥∥∥ = e⊥m

∥∥∥∥∥
n∑

i=m+1

eixi

∥∥∥∥∥ µ−→ 0

ïðè m → ∞. Èç òåîðåìû 1.4 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå x ∈ X, äëÿ

êîòîðîãî ‖yn− x‖
µ−→ 0. Îòñþäà ‖ejyn− ejx‖ = ej‖yn− x‖

µ−→ 0 ïðè n→∞.

Òàê êàê ejyn = ejxj ïðè n > j, òî ejxj = ejx, j = 1, 2, . . . .

Ïóñòü y ∈ X è eix = eixi = eiy äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . . Òîãäà ei‖x − y‖ =

‖eix− eiy‖ = 0, è ïîýòîìó ‖x− y‖ = supi>1(ei‖x− y‖) = 0, òî åñòü x = y.

2

Ïóñòü f ∈ L0(Ω,Σ, µ). Îïðåäåëèì íîñèòåëü äëÿ f , ïîëàãàÿ s(f) = [χ{f 6=0}],

è ïóñòü

f−1
s =


1

f(ω) , f(ω) 6= 0

0, f(ω) = 0
, ω ∈ Ω

ßñíî, ÷òî ff−1
s = s(f), s(f) = s(|f |).

Äëÿ ýëåìåíòîâ íîðìèðîâàííîãî L0-ìîäóëÿ (X, ‖.‖X) ìîæíî òàêæå îïðå-

äåëèòü åãî íîñèòåëü. Ïóñòü x ∈ X. Èäåìïîòåíò r(x) = sup{e ∈ B(Ω) : ex =

0} íàçûâàåòñÿ àííóëÿòîðîì x, à s(x) = 1 − r(x) � íîñèòåëåì x. ßñíî, ÷òî

s(0) = 0. Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà íîñèòåëåé s(x).



10

Óòâåðæäåíèå 1.6 à) r(x) · x = 0;

á) s(x) · x = x;

â) åñëè e ∈ B(Ω) è ex = x, òî e > s(x);

ã) s(x) = s(‖x‖);

ä) s(λx) = s(λ) · s(x) äëÿ ëþáûõ λ ∈ L0, x ∈ X;

å) s(x+ y) = s(x) ∨ s(y).

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïóñòü A = {e ∈ B(Ω) : ex = 0}. Òîãäà r(x) = supA.

Äëÿ êàæäîãî e ∈ A èìååì, ÷òî e‖x‖ = ‖ex‖ = 0. Ïîýòîìó ‖r(x) · x‖ =

r(x) · ‖x‖ = (supA) · ‖x‖ = sup
e∈A

(e‖x‖) = 0, ò. å. r(x) · x = 0.

á) s(x) · x = (1− r(x)) · x = x− r(x) · x = x.

â) Ïóñòü e ∈ B(Ω) è ex = x. Òîãäà (1 − e) · x = x − ex = x − x = 0, è

ïîýòîìó, (1− e) 6 r(x), ò. å. e > s(x).

ã) (1 − s(x)) · ‖x‖ = ‖(1 − s(x)) · x‖ = ‖x − x‖ = 0. Îòñþäà 1 − s(x) 6
1− s(‖x‖), è ïîòîìó, s(‖x‖) 6 s(x).

Îáðàòíî, èç ðàâåíñòâà ‖(1− s(‖x‖)) ·x‖ = (1− s(‖x‖)) · ‖x‖ = 0 ñëåäóåò,

÷òî (1 − s(‖x‖)) · x = 0, ò. å. x = s(‖x‖) · x, è ïîýòîìó, s(x) 6 s(‖x‖) (ñì.

ï. â)). Òàêèì îáðàçîì, s(‖x‖) = s(x).

ä) s(λx) = s(‖λx‖) = s(|λ| · ‖x‖) = s(|λ|) · s(‖x‖) = s(λ) · s(x).

å) s(x+ y) = s(‖x+ y‖) 6 s(‖x‖+ ‖y‖) = s(‖x‖) ∨ s(‖y‖) = s(x) ∨ s(y).

Îòñþäà, s(x+ y) 6 s(x) ∨ s(y).

2
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Äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà Y ⊂ (X, ‖.‖X) îïðåäåëèì åãî íîñèòåëü s(Y )

ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì s(Y ) = sup{s(y) : y ∈ Y }.

Óòâåðæäåíèå 1.7 Íîðìèðîâàííûé L0-ìîäóëü (X, ‖.‖X) ÿâëÿåòñÿ òî÷-

íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà s(X) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (X, ‖.‖X) � òî÷íûé L0-ìîäóëü è e = 1− s(X) 6=

0. Òîãäà e 6 r(x), è ïîòîìó ex = 0 äëÿ âñåõ x ∈ X, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

òî÷íîñòè L0-ìîäóëÿ X. Ñëåäîâàòåëüíî, s(X) = 1.

Îáðàòíî, ïóñòü s(X) = 1. Åñëè L0-ìîäóëü X íå òî÷åí, òî íàéäåòñÿ òàêîå

íåíóëåâîå α ∈ L0, ÷òî αx = 0 ïðè âñåõ x ∈ X. Èç óòâåðæäåíèÿ 1.6 ñëåäóåò,

÷òî s(α) · s(x) = s(αx) = s(0) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ X. Ïîýòîìó

0 6= s(α) = s(α) · s(X) = s(α) · sup{s(x) : x ∈ X} = sup
x∈X

s(α) · s(x) = 0.

Èç ïîëó÷åííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ âûòåêàåò òî÷íîñòü ìîäóëÿ X.

2

Â äàëüíåéøåì, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, âñåãäà ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ

íîðìèðîâàííîãî L0-ìîäóëÿ åãî íîñèòåëü ðàâåí 1.

Óòâåðæäåíèå 1.8 Åñëè (X, ‖.‖X) � áàíàõîâ L0-ìîäóëü ñ s(X) = 1, òî

ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x ∈ X, ÷òî s(x) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî D = {s(y) : y ∈ X} èç B(Ω).

Èìååì, ÷òî supD = s(X) = 1. Ïðèìåíèâ ïðèíöèï èñ÷åðïûâàíèÿ [10]

è ñ÷åòíîñòü òèïà áóëåâîé àëãåáðû B(Ω), âûáåðåì òàêîé ñ÷åòíûé íàáîð

{ei}∞i=1 íåíóëåâûõ ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ ýëåìåíòîâ èç B(Ω), äëÿ êîòîðûõ
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sup
i>1

ei = supD = 1 è ei 6 s(yi) äëÿ íåêîòîðîãî yi ∈ X, i = 1, 2, . . . .

Ïîëîæèì xi = eiyi. Òîãäà s(xi) = ei · s(yi) = ei äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . .

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1.5, ñóùåñòâóåò òàêîå x ∈ X, ÷òî eix = eixi. Ïî-

ñêîëüêó ei · s(x) = s(eix) = s(eixi) = ei · s(xi) = ei, òî s(x) > sup
i>1

ei = 1, ò.

å. s(x) = 1.

2

Ïóñòü X � íîðìèðîâàííûé L0-ìîäóëü.

×åðåç F bo áóäåì îáîçíà÷àòü (bo)-çàìûêàíèå ìíîæåñòâà F ⊂ X, ò. å. ìíî-

æåñòâî âñåõ òåõ x ∈ X äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñåòü {xα} ⊂ F , ÷òî

x = bo-limxα. Ïóñòü t � âåêòîðíàÿ òîïîëîãèÿ â X, ïîðîæäåííàÿ íîðìîé â

X è ñõîäèìîñòüþ ïî ìåðå.

Óòâåðæäåíèå 1.9 F bo
= F

t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x ∈ F bo, òî ñóùåñòâóåò ñåòü {xα} ⊂ F , äëÿ êîòî-

ðîé ‖xα − x‖X
(o)−→ 0. Òîãäà ‖xα − x‖X

τµ−→ 0, ÷òî âëå÷åò âêëþ÷åíèå x ∈ F t.

Òàêèì îáðàçîì, F bo ⊂ F
t.

Îáðàòíî, åñëè x ∈ F t, òî èìååòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ X,

÷òî ‖xn − x‖X
µ−→ 0, è ïîòîìó, ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ‖xnk −

x‖X → 0 ïî÷òè âñþäó, ò. å. x ∈ F bo.

Ñëåäîâàòåëüíî, F bo
= F

t.

2

Óòâåðæäåíèå 1.10 Åñëè Y � L0-ïîäìîäóëü â X, òî Y
t � òàêæå L0-

ïîäìîäóëü â X, ïðè ýòîì, åñëè X � áàíàõîâ, òî Y t � (bo)-ïîëíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y ∈ Y t. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñ-

òè {xn}, {yn} ⊂ Y òàêèå, ÷òî ‖xn − x‖ τµ−→ 0, ‖yn − y‖ τµ−→ 0. Ðàññìîòðèì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn + yn}. Èìååì, ÷òî

‖(xn + yn)− (x+ y)‖ = ‖(xn − x) + (yn − y)‖ 6 ‖xn − x‖+ ‖yn − y‖
τµ−→ 0,

è ïîýòîìó, x+ y ∈ Y t.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî fx ∈ Y t äëÿ ëþáîãî f ∈ L0.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} ⊂ Y
t ÿâëÿåòñÿ (bo)-ôóíäàìåíòàëüíîé, ò.

å. ‖yn − ym‖
(o)−→ 0 ïðè n,m → ∞. Òàê êàê X � áàíàõîâ L0-ìîäóëü, òî

ñóùåñòâóåò òàêîå y0 ∈ X, ÷òî ‖yn−y0‖
(o)−→ 0, ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn}

(bo-)-ñõîäèòñÿ, è ïîòîìó åå ïðåäåë y0 ëåæèò â Y
t

= Y
t. Ñëåäîâàòåëüíî, Y t

� (bo)-ïîëíî.

2

Ïðèâåäåì òåïåðü êîíñòðóêöèþ áàíàõîâûõ L0-ìîäóëåé èçìåðèìûõ ïî Áîõ-

íåðó îòîáðàæåíèé.

Ïóñòü (X, ‖.‖X) � ïðîèçâîëüíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C. Îòîáðàæåíèå u : (Ω,Σ, µ)→ X íàçûâàåòñÿ ñòóïåí-

÷àòûì, åñëè

u(ω) =
n∑
i=1

xiχAi,

ãäå xi ∈ X, Ai ∈ Σ, Ai

⋂
Ai = ∅, i 6= j,

n⋃
i=1

Ai = Ω, i, j = 1, n, n ∈ N.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ(X) ìíîæåñòâî âñåõ ñòóïåí÷àòûõ îòîáðàæåíèé èç

(Ω,Σ, µ) â X, à ÷åðåç Γ(C) � ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ ñòóïåí÷àòûõ
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ôóíêöèé íà (Ω,Σ, µ) âèäà

α(ω) =
n∑
i=1

λiχAi(ω),

ãäå λi ∈ C, Ai ∈ Σ, Ai

⋂
Ai = ∅, i 6= j,

n⋃
i=1

Ai = Ω, i, j = 1, n, n ∈ N.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

1) åñëè u, v ∈ Γ(X), òî (u+ v)(ω) := u(ω) + v(ω) åñòü ñòóïåí÷àòîå îòîáðà-

æåíèå èç (Ω,Σ, µ) â X, òî åñòü (u+ v) ∈ Γ(X);

2) åñëè u ∈ Γ(X), α ∈ Γ(C), òî (αu)(ω) := α(ω)u(ω) åñòü ñòóïåí÷àòîå

îòîáðàæåíèå èç (Ω,Σ, µ) â X, òî åñòü (αu) ∈ Γ(X).

Îòîáðàæåíèå u : (Ω,Σ, µ) → X íàçîâåì èçìåðèìûì ïî Áîõíåðó, åñëè

ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {un} ⊂ Γ(X), ÷òî ‖un(ω)−u(ω)‖X →

0 ïðè n→∞ äëÿ ïî÷òè âñåõ ω ∈ Ω.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L0(Ω, X) ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ ïî Áîõíåðó îòî-

áðàæåíèé èç (Ω,Σ, µ) â X.

Èçâåñòíî [9], ÷òî

1) åñëè u, v ∈ L0(Ω, X), òî (u + v) ∈ L0(Ω, X), ãäå (u + v)(ω) = u(ω) +

v(ω), ω ∈ Ω;

2) åñëè u ∈ L0(Ω, X), α ∈ L 0(Ω,Σ, µ), òî αu ∈ L0(Ω, X), ãäå (αu)(ω) =

α(ω)u(ω), ω ∈ Ω.

Òàêèì îáðàçîì, â L0(Ω, X) îïðåäåëåíû ïîòî÷å÷íî îïðåàöèè ñëîæåíèÿ

(u + v) ∈ L0(Ω, X), u, v ∈ L0(Ω, X) è óìíîæåíèÿ αu íà ýëåìåíòû α ∈

L 0(Ω,Σ, µ), ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:
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1) (u+ v)(ω) = (v + u)(ω);

2) ((u+ v) + w)(ω) = (u+ (v + w))(ω);

3) (u+ 0)(ω) = u(ω), ãäå 0(ω) = 0, ω ∈ Ω;

4) (u+ (−u))(ω) = 0;

5) (α(u+ v))(ω) = (αu+ αv)(ω);

6) ((α + β)u)(ω) = (αu+ βu)(ω);

7) ((αβ)u)(ω) = (α(βu))(ω);

8) (1 · u)(ω) = u(ω), ãäå 1(ω) = 1, ω ∈ Ω;

ãäå u, v, w ∈ L0(Ω, X), α, β ∈ L 0(Ω), ω ∈ Ω.

Ââåäåì â L0(Ω, X) îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîëàãàÿ u ∼ v, åñëè

u(ω) = v(ω) ïî÷òè âñþäó. Ïîëîæèì L0(Ω, X) = L0(Ω, X)/∼ = {[u] : u ∈

L0(Ω, X)}, ãäå [u] = {v ∈ L0(Ω, X) : u ∼ v} � êëàññ ýêâèâàëíòíîñòè ñ

ïðåäñòàâèòåëåì u.

Äëÿ ëþáûõ [u], [v] ∈ L0(Ω, X), [α] ∈ L0(Ω) ïîëîæèì

[u] + [v] := [u+ v]

[α][u] := [αu]

Èç ðàâåíñòâ 1) � 8) (ñì. âûøå) âûòåêàåò

Óòâåðæäåíèå 1.11 Îòíîñèòåëüíî ââåäåííûõ îïåðàöèé [u]+[v] = [u+v],

[α][u] = [αu] ìíîæåñòâî L0(Ω, X) ñòàíîâèòñÿ L0-ìîäóëåì.

Â äàëüíåéøåì ýëåìåíòû èç L0(Ω, X) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç u, ïîíèìàÿ

ïðè ýòîì êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ñ ïðåäñòàâèòåëåì u ∈ L0(Ω, X).
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Îïðåäåëèì òåïåðü íà L0-ìîäóëå L0(Ω, X) L0-íîðìó. Äëÿ u =
n∑
i=1

xiχAi ∈

Γ(X) ïîëîæèì

|||u|||(ω) = ‖u(ω)‖X =
n∑
i=1

‖xi‖χAi

ßñíî, ÷òî |||u||| ∈ Γ(C) ⊂ L 0(Ω,Σ, µ). ×åðåç |||u||| áóäåì îáîçíà÷àòü

òàêæå êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè èç L0
h ñ ïðåäñòàâèòåëåì |||u|||, òàê ÷òî |||u||| ∈

L0
h.

Åñëè u ∈ L0(Ω, X), òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {un} ⊂

Γ(X), ÷òî ‖un(ω) − u(ω)‖X → 0 ïðè n → ∞ äëÿ ïî÷òè âñåõ ω ∈ Ω. Èç

íåðàâåíñòâà

|‖un(ω)‖X − ‖u(ω)‖X | 6 ‖un(ω)− u(ω)‖X

ñëåäóåò, ÷òî ‖u(ω)‖X = lim
n→∞
‖un(ω)‖X ïî÷òè âñþäó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

|||u|||(ω) = ‖u(ω)‖X åñòü èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà (Ω,Σ, µ). Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç |||u||| êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè èç L0
h ñ ïðåäñòàâèòåëåì ‖u(ω)‖X , ω ∈ Ω.

Òàêèì îáðàçîì, çàäàíî îòîáðàæåíèå

|||.||| : L0(Ω, X)→ L0
h

Çàìåòèì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ïîñêîëüêó èç ñîîòíîøåíèé

u, v ∈ L0(Ω, X), u ∼ v ñëåäóåò, ÷òî ‖u(ω)‖X = ‖v(ω)‖X ïî÷òè âñþäó, è

ïîòîìó |||u||| = |||v|||. Êðîìå òîãî, åñëè {vn} � äðóãàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

èç Γ(X), äëÿ êîòîðîé ‖vn(ω) − u(ω)‖ → 0 ïðè n → ∞ äëÿ ïî÷òè âñåõ

ω ∈ Ω, òî lim
n→∞
‖un(ω)‖X = lim

n→∞
‖vn(ω)‖X äëÿ ïî÷òè âñåõ ω ∈ Ω.

Èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà 1.12 [9]. Åñëè (X, ‖.‖X) - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, òî

à) îòîáðàæåíèå |||.||| : L0(Ω, X)→ L0
h åñòü L0-íîðìà íà L0-ìîäóëå L0(Ω, X);

á) (L0(Ω, X), |||.|||) åñòü áàíàõîâ L0-ìîäóëü.

Çàìå÷àíèå 1.13 [9]. Åñëè un ∈ L0(Ω, X), u : (Ω,Σ, µ)→ X, äëÿ êîòîðûõ

‖un(ω)− u(ω)‖X → 0 ïðè n→∞ äëÿ ïî÷òè âñåõ ω ∈ Ω, òî u ∈ L0(Ω, X)

è {un} � (bo)-ñõîäèòñÿ ê u, òî åñòü |||un − u|||
(o)−→ 0 â L0

h.

Çàìå÷àíèå 1.14 Åñëè X = C, òî L0(Ω,C) = L0(Ω) è |||f ||| = |f | äëÿ

âñåõ f ∈ L0(Ω).

Ïóñòü X � L0-ìîäóëü. Îòîáðàæåíèå 〈·|·〉 : X × X → L0 íàçûâàþò L0-

çíà÷íûì âíóòðåííèì ïðîèçâåäåíèåì, åñëè äëÿ âñåõ x, y, z ∈ L0 è α ∈ L0

âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) 〈x|x〉 > 0; 〈x|x〉 = 0⇔ x = 0;

2) 〈x|y〉 = 〈y|x〉;

3) 〈αx|y〉 = α〈x|y〉;

4) 〈x+ y|z〉 = 〈x|z〉+ 〈y|z〉.

Èñïîëüçóÿ L0-çíà÷íîå âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå, ïîëîæèì ‖x‖ =
√
〈x|x〉.

Óòâåðæäåíèå 1.15 (íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî) |〈x|y〉| 6 ‖x‖·
‖y‖, ∀x, y ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y ∈ X, λ ∈ L0. Ïîñêîëüêó

0 6 〈x+ λy|x+ λy〉 = 〈x|y〉+ λ〈x|y〉+ λ〈x|y〉+ |λ|2〈y|y〉,

òî äëÿ λ = −〈x|y〉 · 〈y|y〉−1
s èìååì, ÷òî
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〈x|x〉 − |〈x|y〉|2〈y|y〉−1
s − |〈x|y〉|2〈y|y〉−1

s + |〈x|y〉|2〈y|y〉−1
s 〈y|y〉−1

s 〈y|y〉 > 0.

Òàê êàê |〈x|y〉|2〈y|y〉−1
s 〈y|y〉−1

s 〈y|y〉 = |〈x|y〉|2〈y|y〉−1
s s(〈y|y〉) = |〈x|y〉|2〈y|y〉−1

s ,

òî 〈x|x〉 − |〈x|y〉|2〈y|y〉−1
s − |〈x|y〉|2〈y|y〉−1

s + |〈x|y〉|2〈y|y〉−1
s > 0, ò. å. 〈x|x〉 >

|〈x|y〉|2〈y|y〉−1
s . Îòñþäà, 〈x|x〉 · 〈y|y〉 > |〈x|y〉|2s(〈y|y〉)

Îáîçíà÷èì e = s(〈y|y〉) = s(‖y‖2) = s(‖y‖).

Òàê êàê ‖e⊥y‖2 = 〈e⊥y|e⊥y〉 = (e⊥)2〈y|y〉 = e⊥‖y‖2 = 0, òî e⊥y = 0.

Ïîýòîìó

0 = 〈x|e⊥y〉 = e⊥〈x|y〉 è

〈x|x〉·〈y|y〉 > |〈x|y〉|2 ·s(〈y|y〉) = |〈x|y〉|2 ·
(
s(〈y|y〉) + s⊥(〈y|y〉)

)
= |〈x|y〉|2,

ò. å.

|〈x|y〉| 6 ‖x‖ · ‖y‖.
2

Óòâåðæäåíèå 1.16 ‖x‖ =
√
〈x|x〉 � L0-íîðìà íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Íåðàâåíñòâî ‖x‖ =
√
〈x|x〉 > 0 � î÷åâèäíî. Äàëåå

‖x‖ = 0 ⇔
√
〈x|x〉 = 0 ⇔ 〈x|x〉 = 0 ⇔ x = 0;

2) ‖λx‖ =
√
〈λx|λx〉 =

√
λλ〈x|x〉 =

√
|λ|2〈x|x〉 = |λ| · ‖x‖;

3) ‖x + y‖2 = 〈x + y|x + y〉 = 〈x|x〉 + 〈x|y〉 + 〈y|x〉 + 〈y|y〉 = ‖x‖2 +

〈x|y〉 + 〈x|x〉 + ‖y‖2 = ‖x‖2 + 2Re〈x|y〉 + ‖y‖2 6 ‖x‖2 + 2|〈x|y〉| + ‖y‖2 6
‖x‖2 + 2‖x‖ · ‖y‖+ ‖y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2, ò. å. ‖x+ y‖2 6 ‖x‖+ ‖y‖.

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖x‖ =
√
〈x|x〉 � L0-íîðìà íà X.

2

Ñëåäñòâèå 1.17 Åñëè x, y, xα, yα ∈ X, ‖xα − x‖
(o)−→ 0, ‖yα − y‖

(o)−→ 0, òî

〈xα|yα〉
(o)−→ 〈x|y〉.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

|〈xα|yα〉 − 〈x|y〉| 6 |〈xα|yα〉 − 〈xα|y〉|+ |〈xα|y〉 − 〈x|y〉| 6
6 ‖xα‖ · ‖yα − y‖+ ‖y‖ · ‖xα − x‖.

Òàê êàê
‖xα‖ − ‖x‖ 6 ‖xα − x‖, òî ‖xα‖ (o)−→ ‖x‖.

Ñëåäîâàòåëüíî, 〈xα|yα〉
(o)−→ 〈x|y〉.

2

L0-ìîäóëü X ñ L0-çíà÷íûì âíóòðåííèì ïðîèçâåäåíèåì 〈.|.〉 è ñîîòâåò-

ñòâóþùåé íîðìîé ‖.‖ íàçûâàþò ìîäóëåì Êàïëàíñêîãî-Ãèëüáåðòà (ñîêðà-

ùåííî, ÌÊÃ) íàä L0, åñëè íîðìèðîâàííûé L0-ìîäóëü (X, ‖.‖) ÿâëÿåòñÿ

áàíàõîâûì.

Ïóñòü X � ÌÊÃ íàä L0. Ïîäìíîæåñòâî E â X íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðî-

âàííûì, åñëè

1) 〈x|y〉 = 0, ∀x, y ∈ E , x 6= y;

2) 〈x|x〉 = 1, ∀x ∈ E .

Îðòîíîðìèðîâàííîå ìíîæåñòâî E ⊂ X íàçûâàþò îðòíîðìèðîâàííûì

áàçèñîì â X, åñëè óñëîâèå ∀e ∈ E 〈x|e〉 = 0 âëå÷åò x = 0.

Ìîäóëü Êàïëàíñêîãî-Ãèëüáåðòà X íàçûâàåòñÿ λ-îäíîðîäíûì, åñëè λ �

êàðäèíàë è â X èìååòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ìîùíîñòè λ; ïðîñòî

îäíîðîäíûì, åñëè îí λ-îäíîðîäåí äëÿ íåêîòîðîãî λ.

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë,

L0(Ω, H) � áàíàõîâ L0-ìîäóëü âñåõ èçìåðèìûõ ïî Áîõíåðó îòîáðàæåíèé èç
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Ω â H, ñ íîðìîé |||[u]||| = [‖u(ω)‖H ], ãäå [u] � êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè èç

L0(Ω, H) ñ ïðåäñòàâèòåëåì u ∈ L0(Ω, H).

Óòâåðæäåíèå 1.18 L0(Ω, H) ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì Êàïëàíñêîãî-Ãèëüáåðòà

íàä L0(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (·, ·) îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ãèëü-

áåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H. Ââåäåì L0-çíà÷íîå âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå â

L0(Ω, H) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ëþáûõ u, v ∈ L0(Ω, H) âûáåðåì ñòó-

ïåí÷àòûå îòîáðàæåíèÿ un(ω) =
k(n)∑
i=1

ξ
(n)
i χ

A
(n)
i

(ω), vn(ω) =
m(n)∑
j=1

η
(n)
j χ

B
(n)
j

(ω),

äëÿ êîòîðûõ ‖u(ω)− un(ω)‖H → 0, ‖v(ω)− vn(ω)‖H → 0 äëÿ ï. â. ω. ßñíî,

÷òî

(un(ω), vn(ω))H =
k(n)∑
i=1

m(n)∑
j=1

(ξ(n)
i , η

(n)
j )χ

A
(n)
i ∩B

(n)
j

(ω)

åñòü èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà (Ω,Σ, µ).

Òàê êàê (un(ω), vn(ω))H
ï. â.−−→ (u(ω), v(ω))H , òî (u(ω), v(ω))H ∈ L 0(Ω).

Ïîýòîìó êîððåêòíî îïðåäåëåí ýëåìåíò 〈[u]|[v]〉 = [(u(ω), v(ω))H ] èç L0.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå 〈[u]|[v]〉 ÿâëÿåòñÿ L0-çíà÷íûì âíóòðåí-

íèì ïðîèçâåäåíèåì íà L0(Ω, H), ïðè ýòîì

|||[u]||| = [‖u(ω)‖H ] =
[√

(u(ω), v(ω))H
]

=
√
〈[u]|[u]〉.

Ñëåäîâàòåëüíî, (L0(Ω, H), 〈·|·〉) åñòü ìîäóëü Êàïëàíñêîãî-Ãèëüáåðòà íàä

L0(Ω).

2

Óòâåðæäåíèå 1.19 Åñëè dimH = λ, òî L0(Ω, H) åñòü λ-îäíîðîäíûé

ÌÊÃ.



21

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü {ξi}i∈I � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ âH è card I =

λ. Ïîëîæèì ei(ω) ≡ ξi, ∀ω ∈ Ω. Òîãäà [ei] ∈ L0(Ω, H). Èìååì, ÷òî

〈[ei]|[ej]〉 = [(ξi, ξj)H ] = [0];

〈[ei]|[ei]〉 = [(ξi, ξi)H ] = [1] = 1.

Ïóñòü [u] ∈ L0(Ω, H) è 〈[u]|[ei]〉 = 0, ∀i ∈ I. Òîãäà (u(ω), ei(ω)) = 0, ∀ω ∈

Ei, ãäå Ei ∈ Σ, µ(Ω \ Ei) = 0.

Ðàññìîòðèì h(ω) ≡ h, ω ∈ Ω, ãäå h � ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò èç H.

Ïîêàæåì, ÷òî (u(ω), h(ω)) = 0 ï. â.

Òàê êàê {ξi}i∈I � áàçèñ â H, òî h =
∑
i∈I
ciξi, ãäå ci = (h, ei). Ïîä ñóììîé∑

i∈I
ciξi ïîíèìàåòñÿ òàêîé ýëåìåíò h èç H, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò

òàêîé êîíå÷íûé íàáîð α = (i1, . . . , in) ⊂ I, ÷òî
∥∥∥∥∥h−∑i∈β ciξi

∥∥∥∥∥ < ε äëÿ âñåõ

êîíå÷íûõ íàáîðîâ β èç I ñ β ⊃ α.

Âçÿâ εn = 1
n , ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ íàáîðîâ α1 ⊂ . . . ⊂

αn ⊂ . . . òàê, ÷òîáû
∥∥∥∥h− ∑

i∈αn
ciξi

∥∥∥∥ < 1
n .

ÏîëîæèìE =
∞⋂
n=1

⋂
i∈αn

Ei. ßñíî, ÷òîE ∈ Σ è µ(Ω\E) 6 ∞∑
n=1

∑
i∈αn

µ(Ω\Ei) =

0. Åñëè ω ∈ E, òî

(u(ω), h(ω)) =

(
u(ω), lim

n→∞

∑
i∈αn

ciξi

)
= lim

n→∞

(
u(ω),

∑
i∈αn

ciξi

)
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, (u(ω), h(ω)) = 0 ï. â.

Äëÿ ëþáîãî ñòóïåí÷àòîãî îòîáðàæåíèÿ v =
n∑
i=1

xiχAi(ω) èç L0(Ω, H) èìå-

åì, ÷òî (u(ω), v(ω)) =
n∑
i=1

(u(ω), xi)χAi = 0 ï. â. Ïóñòü [u] ∈ L0(Ω, H),

è 〈[u]|[ei]〉 = 0 ∀i ∈ I. Âûáåðåì ñòóïåí÷àòûå îòîáðàæåíèÿ {vn}n∈N èç
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L0(Ω, H) òàêèå, ÷òî ‖u(ω)− vn(ω)‖H → 0 äëÿ ï. â. ω ∈ Ω. Ñëåäîâàòåëüíî,

èìååì (u(ω), u(ω) − vn(ω)) = (u(ω), u(ω)) − (u(ω), vn(ω)) = ‖u(ω)‖2 ï. â.

Äàëåå, ‖u(ω)‖2 = |(u(ω), u(ω)−vn(ω))| 6 ‖u(ω)‖H · ‖u(ω)−vn(ω)‖H
ï. â.−−→ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖u(ω)‖ = 0 ïî÷òè âñþäó, ò. å. [u] = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

{[ei]}i∈I åñòü áàçèñ â L0(Ω, H). Òàêèì îáðàçîì, L0(Ω, H) � λ-îäíîðîðäíûé

ÌÊÃ íàä L0.

2

Â ñâÿçè ñ îïðåäåëåíèåì λ-îäíîðîäíûõ ÌÊÃ X íàä L0(Ω) åñòåñòâåííî

âîçíèêàåò âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè êàðäèíàëà λ, äëÿ êîòîðîãî X ÿâëÿåòñÿ

λ-îäíîðîäíûì ÌÊÃ. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà

óêàçàííûé âîïðîñ â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî êàðäèíàëà λ.

Òåîðåìà 1.20 Ïóñòü λ è γ � áåñêîíå÷íûå êàðäèíàëû è X - ÌÊÃ íàä

L0, êîòîðûé îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ λ-îäíîðîäíûì è γ-îäíîðîäíûì. Òîãäà

λ = γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {xi}i∈I , {yj}j∈J äâà îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñà

â X è card I = λ, card J = γ. Äëÿ êàæäîãî j ∈ J ïîëîæèì I(j) = {i ∈

I : 〈yj|xi〉 6= 0}. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî I(j) íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî. Òàê

êàê |〈yj|xi〉| 6 ||yj||X · ||xi||X = 1, òî |〈yj|xi〉|2 � èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà

(Ω,Σ, µ). Èç óòâåðæäåíèÿ 1.29 ñëåäóåò, ÷òî

1 = ‖yj‖2 = bo-
∑
i∈I

|〈yj|xi〉|2,

è ïîýòîìó

∞ > µ(Ω) =
∫
Ω

1dµ =
∑
i∈I

∫
Ω

|〈yj|xi〉|2dµ.
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Òàê êàê ñóììà ÷èñëîâîãî ðÿäà, ñîñòàâëåííîãî èç íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë,

êîíå÷íà, òî â ýòîì ðÿäó íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ íå ðàâíî

íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èìååòñÿ ðÿä
∑
i∈I
αi <∞, αi ∈ R, αi > 0 äëÿ âñåõ

i ∈ I, òî âçÿâDn =
{
αi : αi > 1

n

}
, â ñèëó ñõîäèìîñòè ðÿäà , ïîëó÷èì, ÷òîDn

� êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî
∞⋃
n=1

Dn = {αi : αi 6= 0}

ÿâëÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì. Ïîñêîëüêó 〈yj|xi〉 6= 0 â òîì è òîëüêî â

òîì ñëó÷àå, êîãäà
∫
Ω
|〈yj|xi〉|2dµ 6= 0, òî ìíîæåñòâî I(j) òàêæå íå áîëåå ÷åì

ñ÷åòíî.

ßñíî, ÷òî
⋃
j∈J

I(j) ⊂ I. Ïîêàæåì, òåïåðü, ÷òî I =
⋃
j∈J

I(j). Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ñóùåñòâóåò i0 ∈ I \

(⋃
j∈J

I(j)

)
. Òîãäà 〈yj|xi0〉 = 0 äëÿ âñåõ j ∈ I.

Ïîñêîëüêó {yj}j∈J � áàçèñ, òî xi0 = 0, ÷òî íå òàê. Ñëåäîâàòåëüíî, I =⋃
j∈J

I(j), ãäå êàæäîå I(j) íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà èç [11, ãë. 3, �6, òåîðåìà 24]

Òåîðåìà 1.21 Ïóñòü {Aj}j∈J � ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ, ãäå card J = γ è

γ � áåñêîíå÷íîå êàðäèíàëüíîå ÷èñëî, cardAj 6 γ äëÿ âñåõ j ∈ J . Òîãäà

card

(⋃
j∈J

Aj

)
6 γ.

Ïðîäîëæèì äîêîçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.20. Òàê êàê γ � áåñêîíå÷íûé êàð-

äèíàë, òî card I(j) 6 ℵ0 6 γ äëÿ âñåõ j ∈ J , ãäå ℵ0 � ñ÷åòíûé êàðäèíàë.

Èç òåîðåìû 1.21 âûòåêàåò, ÷òî card I = card

(⋃
j∈J

I(j)

)
6 γ = card J .

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî card J 6 card I, è ïîòîìó card I = card J ,

ò. å. λ = γ.

2
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Èç òåîðåìû 1.20 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1.22 Ïóñòü X � λ-îäíîðîäíûé ÌÊÃ íàä L0 è λ-áåñêîíå÷íûé

êàðäèíàë. Åñëè E � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â X, òî card E = λ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìíîæåñòâî E = {yj}j∈J áåñêîíå÷íî, òî ðàâåíñòâî

cardE = λ ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.20. Ïóñòü E � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ò. å.

card J = n ∈ N. Òîãäà êàæäîå ìíîæåñòâî I(j) èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû

1.20 òîæå êîíå÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî
n⋃
j∈J

I(j) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì.

Â ñèëó ðàâåíñòâà I =
n⋃
j∈J

I(j) (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.20), ïîëó÷èì,

÷òî λ = card I <∞, ÷òî íå òàê. Ïîýòîìó ñëó÷àé êîíå÷íîãî E íåâîçìîæåí.

2

Âàðèàíò ñëåäñòâèÿ 1.22 äëÿ ñëó÷àÿ λ = n ∈ N áóäåò ïîëó÷åí íèæå â

óòâåðæäåíèè 1.32.

Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå L0-íåçàâèñèìîñòè.

Ñèñòåìà {xi}i∈I ⊂ X íàçûâàåòñÿ B(Ω)-íåçàâèñèìîé, åñëè äëÿ ëþáîãî

e ∈ B(Ω), α1, . . . , αn ∈ L0, xi1, . . . , xin ∈ {xi}i∈I ðàâåíñòâî e
n∑
k=1

αkxik = 0

âëå÷åò ðàâåíñòâà eα1 = . . . = eαn = 0.

Ñèñòåìà {xi}i∈I ⊂ X íàçûâàåòñÿ L0-íåçàâèñèìîé, åñëè äëÿ ëþáûõ α1,

. . . , αn ∈ L0, xi1, . . . , xin ∈ {xi}i∈I ðàâåíñòâî
n∑
k=1

αkxik = 0 âëå÷åò ðàâåíñòâà

α1 = . . . = αn = 0.

Óòâåðæäåíèå 1.23 {xi}i∈I ⊂ X ÿâëÿåòñÿ B(Ω)-íåçàâèñèìîé òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà {xi}i∈I � L0-ëèíåéíî íåçàâèñèìà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {xi}i∈I ⊂ X � B(Ω)-íåçàâèñèìà. Ðàññìîòðèì

1 ∈ B(Ω). Òîãäà äëÿ ëþáûõ α1, . . . , αn ∈ L0, xi1, . . . , xin ∈ {xi}i∈I èç ðà-

âåíñòâà
n∑
k=1

αkxik = 1
n∑
k=1

αkxik = 0

âûòåêàþò ðàâåíñòâà 1 · α1 = . . . = 1 · αn = 0, ò. å. α1 = . . . = αn = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, {xi}i∈I � L0-ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Îáðàòíî, ïóñòü {xi}i∈I � L0-ëèíåéíî íåçàâèñèìà, ò. å. äëÿ ëþáûõ α1,

. . . , αn ∈ L0, xi1, . . . , xin ∈ {xi}i∈I èç ðàâåíñòâà
n∑
k=1

αkxik = 0 ñëåäóåò, ÷òî

α1 = . . . = αn = 0. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå e ∈ B(Ω) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî

e
n∑
k=1

αkxik = 0, ò. å.
n∑
k=1

(eαk)xik = 0. Òîãäà eαk = 0, k = 1, k, ò. å. {xi}i∈I �

B(Ω)-íåçàâèñèìà.

2

L0-ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà Y ⊂ X íàçîâåì L0-ïîäìîäóëü

Lin(Y, L0) =

{
n∑
i=1

αiyi : αi ∈ L0, yi ∈ Y, i = 1, n, n ∈ N

}
.

ßñíî, ÷òî Lin(Y, L0) åñòü íàèìåíüøèé L0-ïîäìîäóëü â X, ñîäåðæàùèé Y .

Èç óòâåðæäåíèÿ 1.10 ñëåäóåò, ÷òî Lin(Y, L0)
bo � òàêæå L0-ïîäìîäóëü â X.

Çàìåòèì, ÷òî (bo)-çàìêíóòûé L0-ïîäìîäóëü â ÌÊÃ X ñàì ÿâëÿåòñÿ ÌÊÃ

íàä L0.

L0-ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà {xi}i∈I ⊂ X íàçûâàåòñÿ L0-áàçèñîì Ãà-

ìåëÿ â X, åñëè Lin({xi}i∈I , L0) = X.

Çàìå÷àíèå 1.24 Åñëè X � íîðìèðîâàííûé L0-ìîäóëü, {xi}i∈I � L0-ëèíåéíî

íåçàâèñèìàÿ ñèòåìà èç X, òî s(xi) = 1 äëÿ âñåõ i ∈ I.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ei = 1−xi 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî i0 ∈ I. Òîãäà ðàâåíñòâà

ei0xi0 = 0, ei0 6= 0 ïðîòèâîðå÷àò L0-ëèíåéíî íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû {xi}i∈I .

Ñëåäîâàòåëüíî, s(xi) = 1 äëÿ âñåõ i ∈ I.

Óòâåðæäåíèå 1.25 Ïóñòü {xi}i∈I � L0-áàçèñ Ãàìåëÿ â L0-ìîäóëå X. Òîã-

äà êàæäîå x ∈ X îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèìî â âèäå

x =
n∑
k=1

αkxik,

ãäå {αk}nk=1 ⊂ L0, {xik}nk=1 ⊂ {xi}i∈I , n ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïîñêîëüêó {xi}i∈I � L0-áàçèñ Ãàìåëÿ, òî Lin({xi}i∈I , L0) =

X. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé ýëåìåíò x ∈ X ïðåäñòàâëÿåòñÿ

â âèäå

x =
n∑
k=1

αkxik,

ãäå 0 6= αk ∈ L0, xik ∈ {xi}i∈I , k = 1, n, n ∈ N.

Ïóñòü ýëåìåíò x ìîæíî ïðåäñòàâèòü â äðóãîì âèäå

x =
m∑
s=1

βsx
′
is
,

ãäå 0 6= βs ∈ L0, x′is ∈ {xi}i∈I , s = 1,m, m ∈ N.

Èìååì

0 = x− x =
n∑
k=1

αkxik −
m∑
s=1

βsx
′
is

.

Åñëè {xik}nk=1
⋂
{x′is}

n
s=1 = ∅, òî èç L0-ëèíåéíî íåçàâèñèìîñòè ñèòåìû

{xi}i∈I ñëåäóåò, ÷òî αk = 0, βs = 0 äëÿ âñåõ k = 1, n, s = 1,m, ÷òî íå òàê.

Ñëåäîâàòåëüíî, {xik}nk=1
⋂
{x′is}

n
s=1 6= ∅.
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Ïóñòü {xik}nk=1
⋂
{x′is}

n
s=1 = {xij}

p
j=1, ãäå p 6 m,n, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

n 6 m.

Òîãäà

0 = x− x =
p∑

k=1

(αk − βk)xik +
n∑

k=p+1

αkxik −
m∑

s=p+1

βsx
′
is
.

Ñëåäîâàòåëüíî, αk = βk äëÿ k = 1, . . . , p è αp+1 = . . . = αn = βp+1 = . . . =

βm = 0, ò. å. n = m è x îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå x =
n∑
k=1

αkxik , ãäå

{xik}nk=1 ⊂ {xi}i∈I , {αk}nk=1 ⊂ L0.

Äëÿ x = 0 äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîå.

2

Óòâåðæäåíèå 1.26 Ïóñòü X � ÌÊÃ íàä L0 è {xi}i∈I � îðòîíîðìèðîâàí-

íûé íàáîð â X. Òîãäà íàáîð {xi}i∈I � L0-ëèíåéíî íåçàâèñèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå α1, . . . , αn ∈ L0 è xi1, . . . ,

xin ∈ {xi}i∈I è ïðåäïîëîæèì, ÷òî
n∑
k=1

αkxik = 0.

Òîãäà

0 =

〈
n∑
k=1

αkxik

∣∣∣∣∣ xis
〉

= αs,

s = 1, n. Ñëåäîâàòåëüíî, {xi}i∈I � L0-ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà.

2

Ïðèâåäåì òåïåðü äâà âàæíûõ ñâîéñòâà îðòîíîðìàëüíûõ ìíîæåñòâ â ÌÊÃ

íàä L0.
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Óòâåðæäåíèå 1.27 Ïóñòü E � îðòîíîðìàëüíîå ìíîæåñòâî â ÌÊÃ X

íàä L0 è X0 = Lin(E , L0). Åñëè {ae}e∈E ⊂ L0 è ñóùåñòâóåò (bo)-ñóììà

bo-
∑
e∈E

|ae|2 â L0, òî ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x0 ∈ X0, ÷òî

‖x0‖2 = bo-
∑
e∈E

|ae|2,

ãäå 〈x0|e〉 = ae äëÿ âñåõ e ∈ E .

Äîêàçàòåëüñòâî.ÏóñòüA � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíî-

æåñòâà E , óïîðÿäî÷åííûõ ïî âêëþ÷åíèþ. Äëÿ äàííîãî α ∈ A ïîëîæèì

sα =
∑
e∈α

aee, σα =
∑
e∈α
|ae|2, σ = bo-

∑
e∈E

|ae|2, δα = σ − σα.

ßñíî, ÷òî δα ↓ 0.

Çàôèêñèðóåì α ∈ A è âûáåðåì β, γ ∈ A òàê, ÷òîáû α 6 β, α 6 γ.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî A � îðòîíîðìàëüíî, òî

‖sβ − sγ‖ =

∥∥∥∥∥∥
∑
e∈β4γ

aee

∥∥∥∥∥∥
2

=
∑
e∈β4γ

|ae|2 6
∑

e∈(E \α)

|ae|2 = σ − σα = δα ↓ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñåòü {sα}α∈A áóäåò (bo)-ôóíäàìåíòàëüíîé. Â ñèëó (bo)-

ïîëíîòû X ñóùåñòâóåò (bo)ïðåäåë ñåòè {sα}α∈A â X, êîòîðûé îáîçíà÷èì

÷åðåç x0 := bo-lim
α∈A

sα := bo-
∑
e∈E

aee. Òàê êàê sα ∈ Lin(E , L0), òî x0 ∈ X0.

Èç ñëåäñòâèÿ 1.17 ñëåäóåò, ÷òî

〈x0|e〉 =

〈
bo-
∑
g∈E

agg

∣∣∣∣∣∣ e
〉

= bo-
∑
g∈E

〈agg|e〉 = bo-
∑
g∈E

ag〈g|e〉 = ae

äëÿ ëþáîãî e ∈ E .

Êðîìå òîãî, ‖sα‖2 = σα, è ïîýòîìó,

‖x0‖2 =
∥∥∥∥bo-limα∈A sα

∥∥∥∥ = bo-lim
α∈A
‖sα‖ = bo-lim

α∈A
σα = σ.
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2

Äëÿ ïîäìíîæåñòâà A ⊂ X ïîëîæèì A⊥ = {x ∈ X : 〈x|y〉 = 0, ∀y ∈ A}.

Î÷åâèäíî, A⊥ � t-çàìêíóòûé L0-ïîäìîäóëü â (X, t), ãäå t � òîïîëîãèÿ â

X, ïîðîæäåííàÿ íîðìîé ‖.‖X è ñõîäèìîñòüþ ïî ìåðå. Êðîìå òîãî, A ⊂(
A⊥
)⊥ := A⊥⊥.

Óòâåðæäåíèå 1.28 ÏóñòüX0 � îäíîðîäíûé (bo)-çàìêíóòûé L0-ïîäìîäóëü

â ÌÊÃ X íàä L0 è E � áàçèñ â X0. Òîãäà E ⊥ = X⊥0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y ∈ E ⊥, ò. å. 〈y|e〉 = 0 äëÿ ëþáîãî e ∈ E .

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x ∈ X0 è ïîëîæèì ae = 〈x|e〉. Èñïîëüçóÿ

îáîçíà÷åíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 1.27, çàìåòèì, ÷òî

σα =
∑
e∈α
|ae|2 6 ‖x‖2

ïðè âñåõ α ∈ A. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1.27, ñëåäóåò ñóùåñò-

âîâàíèå òàêîãî ýëåìåíòà x0 ∈ X0, ÷òî σ = ‖x0‖2 è 〈x0|e〉 = ae äëÿ âñåõ

e ∈ E . Äëÿ âñÿêîãî e ∈ E î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî 〈x − x0|e〉 = 0

è, ïîñêîëüêó E ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì, òî x − x0 = 0, ò. å. x = x0. Èç óòâåðæ-

äåíèÿ 1.10 ñëåäóåò, ÷òî {y}⊥ ÿâëÿåòñÿ ÌÊÃ, ïðè ýòîì, {y}⊥ ⊃ E ⊥⊥ ⊃ E ,

è ïîýòîìó, îí ñîäåðæèò â ñåáå ïîäìîäóëü Êàïëàíñêîãî-Ãèëüáåðòà, ïîðîæ-

äåííûé ìíîæåñòâîì E , ò. å. ïîäìîäóëü X0. Òàêèì îáðàçîì, x0 = x ∈ {y}⊥,

ò. å. 〈y|x〉 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ X⊥0 , ò. å. E ⊥ ⊂ X⊥0 .

Ïóñòü, òåïåðü, y ∈ X⊥0 , ò. å. 〈y|x〉 = 0 äëÿ âñÿêîãî x ∈ X0, â ÷àñòíîñòè,

〈y|e〉 = 0 äëÿ ëþáîãî e ∈ E . Ñëåäîâàòåëüíî, X⊥0 ⊂ E ⊥.

2
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Ïóñòü E � îðòîíîðìàëüíîå ìíîæåñòâî â îäíîðîäíîì ÌÊÃ X íàä L0.

Ýëåìåíòû xe = 〈x|e〉, e ∈ E íàçûâàþòñÿ L0-êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå äëÿ

x ∈ X îòíîñèòåëüíî E .

Óòâåðæäåíèå 1.29 Åñëè E � îðòîíîðìàëüíîå ìíîæåñòâî â X è x ∈ X,

òî ñóùåñòâóåò bo-
∑
e∈E

|〈x|e〉|2. Ïðè ýòîì, åñëè E � áàçèñ, òî

‖x‖2 = bo-
∑
e∈E

|〈x|e〉|2 è x = bo-
∑
e∈E

〈x|e〉e.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà α ∈ E ïîëîæèì

yα = x−
∑
e∈α
〈x|e〉e.

Èìååì

‖yα‖2 =

∥∥∥∥∥x−∑
e∈α
〈x|e〉e

∥∥∥∥∥
2

=

〈
x−

∑
e∈α
〈x|e〉e

∣∣∣∣∣x−∑
e∈α
〈x|e〉e

〉
=

= 〈x|x〉 −

〈
x

∣∣∣∣∣∑
e∈α
〈x|e〉e

〉
−

〈∑
e∈α
〈x|e〉e

∣∣∣∣∣x
〉

+

〈∑
e∈α
〈x|e〉e

∣∣∣∣∣∑
e∈α
〈x|e〉e

〉
=

= ‖x‖2 − 2Re

〈
x

∣∣∣∣∣∑
e∈α
〈x|e〉e

〉
+
∑
e∈α

〈
〈x|e〉e

∣∣∣∣∣∑
e∈α
〈x|e〉e

〉
=

= ‖x‖2 − 2Re
∑
e∈α
|〈x|e〉|2 +

∑
e∈α
|〈x|e〉|2 =

= ‖x‖2 − 2
∑
e∈α
|〈x|e〉|2 +

∑
e∈α
|〈x|e〉|2 = ‖x‖2 −

∑
e∈α
|〈x|e〉|2.

Ïîýòîìó

σα =
∑
e∈α
|〈x|e〉|2 6 ‖x‖2.
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Îòñþäà âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ñóììû

bo-
∑
e∈E

|〈x|e〉|2 = sup
α
σα

è ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ

bo-
∑
e∈E

|〈x|e〉|2 6 ‖x‖2.

Ïóñòü E � áàçèñ, ò. å. E � îðòîíîðìàëüíîå ìíîæåñòâî â ÌÊÃ è èç 〈x|e〉 =

0 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ E ñëåäóåò, ÷òî x = 0.

Ïîëîæèì X0 = Lin(E , L0). Èç óòâåðæäåíèÿ 1.27 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò

òàêîé ýëåìåíò x0 ∈ X0, ÷òî

‖x0‖2 = bo-
∑
e∈E

|ae|2,

ãäå 〈x0|e〉 = xe = 〈x|e〉. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî e ∈ E èìååì, ÷òî 0 = 〈x0|e〉 −

〈x|e〉 = 〈x0 − x|e〉. Ïîñêîëüêó E åñòü áàçèñ, òî x0 = x. Ñëåäîâàòåëüíî,

‖x‖2 = bo-
∑
e∈E

|〈x|e〉|2.

Òàê êàê ‖x‖2 = bo-
∑
e∈E

|〈x|e〉|2, òî

‖yα‖2 =

(
‖x‖2 −

∑
e∈α
|〈x|e〉|2

)
↓ 0,

ò. å. yα � (bo)-ñõîäèòñÿ ê íóëþ, ÷òî îçíà÷àåò ðàâåíñòâî

x = bo-
∑
e∈E

〈x|e〉e.

2

Çàìå÷àíèå 1.30 Èç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 1.29 âûòåêàåò, ÷òî,

â ñëó÷àå, êîãäà E áàçèñ â îäíîðîäíîì ÌÊÃ X íàä L0, èìååò ìåñòî ðà-

âåíñòâî X = Lin(E , L0).
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ÌÊÃ X è Y íàä L0 íàçûâàþòñÿ èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíûìè, åñëè ñó-

ùåñòâóåò L0-ëèíåéíàÿ áèåêöèÿ U : X → Y , äëÿ êîòîðîé

〈Ux|Uy〉Y = 〈x|y〉X

ïðè âñåõ x, y ∈ X. Â ýòîì ñëó÷àå, U íàçûâàþò èçîìåòðèåé èç X íà Y , ïðè

ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ‖Ux‖Y = ‖x‖X äëÿ âñåõ x ∈ X.

Òåîðåìà 1.31 Ïóñòü X è Y � λ-îäíîðîäíûå ÌÊÃ íàä L0. Òîãäà X è Y �

L0-èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàêX è Y � λ-îäíîðîäíû, òî âX ñóùåñòâóåò áàçèñ

E , à â Y ñóùåñòâóåò áàçèñ F , ïðè ýòîì card E = card F = λ. Ïîýòîìó,

ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ U : E → F .

Ïîñêîëüêó E � áàçèñ â X, òî, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1.29, ïðîèçâîëüíûé

ýëåìåíò x ∈ X ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x = bo-
∑
e∈E

xee, ãäå xe = 〈x|e〉X .

Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ÌÊÃ Y ñ áàçèñîì F , ò. å. ëþáîå y ∈ Y

èìååò âèä

y = bo-
∑
f∈F

yff, ãäå yf = 〈y|f〉Y .

Ñ ïîìîùüþ óòâåðæäåíèÿ 1.29, îòîáðàæåíèå U ïðîäîëæàåòñÿ ñ E íà âñå

X ïî ôîðìóëå

U(x) = bo-
∑
e∈E

xeU(e), ãäå xe = 〈x|e〉X , x ∈ X.
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Ïóñòü U(x) = U(y). Òîãäà bo-
∑
e∈E

xeU(e) = bo-
∑
e∈E

yeU(e). Èìååì〈
bo-
∑
e∈E

xeU(e)

∣∣∣∣∣ f
〉

=

〈
bo-
∑
e∈E

yeU(e)

∣∣∣∣∣ f
〉

äëÿ ëþáîãî f ∈ F , è ïîýòîìó, xe = ye, ãäå U(e) = f . Ñëåäîâàòåëüíî, x = y,

ò. å. U � èíúåêöèÿ.

Ïóñòü y ∈ Y , ò. å. y = bo-
∑
f∈F

yff . Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1.29, ñóùåñòâó-

åò òàêîé ýëåìåíò x ∈ X, ÷òî x = bo-
∑
e∈E

xfe, ãäå U(e) = f . Òîãäà U(x) = y,

ò. å. U � ñþðúåêöèÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, U � áèåêöèÿ.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå x, y ∈ X è α, β ∈ L0. Èìååì

U(αx+ βy) = U

(
bo-
∑
e∈E

(αxe + βye)e

)
= bo-

∑
e∈E

(αxe + βye)U(e) =

= α · bo-
∑
e∈E

xeU(e) + β · bo-
∑
e∈E

yeU(e) = αU(x) + βU(y).

Ïîýòîìó, U � L0-ëèíåéíàÿ áèåêöèÿ.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå x, y ∈ X. Òîãäà

〈U(x)|U(y)〉Y =

〈
bo-
∑
e∈E

xeU(e)

∣∣∣∣∣ bo-∑
e∈E

yeU(e)

〉
Y

= bo-
∑
e∈E

xeye =

=

〈
bo-
∑
e∈E

xee

∣∣∣∣∣ bo-∑
e∈E

yee

〉
X

= 〈x|y〉X

Ñëåäîâàòåëüíî, X è Y � L0-èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíû.

2

Óòâåðæäåíèå 1.32 Åñëè X � n-îäíîðîäíûé ÌÊÃ, n ∈ N, è E = {ei}i∈I

� îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â X, òî card I = n.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà óñòàíîâèì ñëåäóþùóþ ëåììó, ÿâëÿþùóåñÿ

L0-âàðèàíòîì èçâåñòíîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ n-ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä ïî-

ëåì C.

Ëåììà 1.33 Ïóñòü X � L0-ìîäóëü, x1, . . . , xn ∈ X. Åñëè ñóùåñòâóåò

òàêîé íåíóëåâîé èäåìïîòåíò e ∈ B(Ω), ÷òî {eyj}kj=1 ⊂ Lin({exi}ni=1, L
0(eΩ))

è ýëåìåíòû y1, . . . , yk � L0(eΩ)-ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî k 6 n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì ìàòåìàòè÷åñêóþ èíäóêöèþ ïî n ∈ N.

Ïóñòü n = 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k > 1 è äëÿ íåêîòîðîãî 0 6= e ∈ B(Ω)

âåðíû ðàâåíñòâà ey1 = λ1ex1, ey2 = λ2ex1, . . . , eyk = λkex1, ïðè ýòîì

{eyj}kj=1 � L0(eΩ)-ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïîñêîëüêó

λ2ey1 + (−λ1)ey2 = 0,

òî λ1e = λ2e = 0, ò. å. ey1 = ey2 = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò L0(eΩ)-ëèíåéíîé

íåçàâèñèìîñòè ýëåìåíòîâ ey1 è ey2. Ñëåäîâàòåëüíî, k = 1.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû âåðíî äëÿ n = l−1. Ïóñòü

{xi}li=1 ⊂ X, {yj}kj=1 ⊂ X è ñóùåñòâóåò òàêîå 0 6= e ∈ B(Ω), ÷òî âåðíû

ðàâåíñòâà

eyj =
l∑

i=1

λjiexi, j = 1, . . . , k (1)

äëÿ íåêîòîðûõ λji ∈ L0(Ω), j = 1, . . . , k, i = 1, . . . , l. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

{yj}kj=1 � L0(eΩ)-ëèíåéíî íåçàâèñèìû è ïîêàæåì, ÷òî k 6 l.

Åñëè λjlexl = 0 äëÿ âñåõ j = 1, . . . , k, òî, â ñèëó (1), eyj ∈ Lin({exi}l−1
i=1,

L0(eΩ)) è, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, k 6 l − 1 < l.
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Ïóñòü λj0lexl 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî j0 ∈ {1, . . . , k}. Ïåðåíóìåðîâàâ {yj}kj=1,

ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî λklexl 6= 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p íîñèòåëü ôóíêöèè λkle.

ßñíî, ÷òî p 6= 0 è p 6 e. Ïîñêîëüêó {yj}kj=1 � L0(eΩ)-ëèíåíî íåçàâèñèìû,

òî íàáîð {pyj}kj=1 ÿâëÿåòñÿ L0(pΩ)-ëèíåéíî íåçàâèñèìûì, ïðè ýòîì, â ñèëó

(1),

pyj =
l∑

i=1

λjipxi, j = 1, . . . , k (2)

Èç ðàâåíñòâà

pyk =
l−1∑
i=1

λkiexi + λklpxl

âûòåêàåò, ÷òî

pxl = (λkl)−1
s pyk −

l−1∑
i=1

λki(λkl)−1
s pxi (3)

Ïîäñòàâëÿÿ pxl èç (3) â êàæäîå èç ïåðâûõ (k−1) ðàâåíñòâ èç (2) è ñîáèðàÿ

ïîäîáíûå ÷ëåíû, ïîëó÷èì, ÷òî

pyj − (λkl)−1
s λjlpyk =

l−1∑
i=1

βjipxi ∈ Lin({pxi}l−1
i=1, L

0(pΩ)),

ãäå βjip ∈ L0(pΩ), i = 1, . . . , l − 1, j = 1, . . . , k − 1.

Ïîêàæåì, ÷òî ýëåìåíòû zj = pyj − (λkl)−1
s λjlpyk, j = 1, . . . , k − 1 èç

pX ÿâëÿþòñÿ L0(pΩ)-ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Ïóñòü
k−1∑
j=1

γjzj = 0, ãäå γj ∈

L0(pΩ), j = 1, k − 1. Òîãäà

0 = γ1(py1 − (λkl)−1
s λ1lpyk) + . . .+ γk−1(pyk−1 − (λkl)−1

s λk−1,lpyk) =

=
k−1∑
j=1

γjpyj −

(
k−1∑
j=1

(λkl)−1
s λjl

)
pyk
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Ïîñêîëüêó {pyj}kj=1 � L0(pΩ)-ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî γ1p = γ2p = . . . =

γk−1p = 0, ò. å. íàáîð {zj}k−1
j=1 ÿâëÿåòñÿ L0(pΩ)-ëèíåéíî íåçàâèñèìûì â pX.

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, èìååì, ÷òî k−1 6 l−1,

è ïîòîìó k 6 l.

2

Ïðîäîëæàåì äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1.32. Ïóñòü {gi}ni=1 � áàçèñ â n-

îäíîðîäíîìÌÊÃX. Èç óòâåðæäåíèÿ 1.29 ñëåäóåò, ÷òîX = Lin
(
{gi}ni=1, L

0
)
.

Åñëè e1, . . . , ek ∈ E ⊂ X, òî {ei}ki=1 � L0-ëèíåéíî íåçàâèñèìû (ñì. óòâåðæ-

äåíèå 1.26), è, â ñèëó ëåììû 1.33, k 6 n. Ñëåäîâàòåëüíî, card I 6 n. Ïóñòü

card I = m. Òàê êàê E � áàçèñ â X, òî X = Lin
(
{gi}ni=1, L

0
)
(ñì. óòâåðæ-

äåíèå 1.29). Ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî n 6 m.

Ñëåäîâàòåëüíî, card I = n.

2

Îòìåòèì åùå îäíî ïîëåçíîå ñâîéñòâî ÌÊÃ íàä L0.

Íàïîìíèì, ÷òî ñåòü {xα}α∈A (bo)-ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó x ∈ X (çàïèñü:

x = bo-limxα), åñëè ‖xα − x‖ (o)−→ 0, ò. å. ñóùåñòâóåò òàêàÿ óáûâàþùàÿ ê

íóëþ ñåòü {eα}α∈A èç L0, ÷òî ‖xα − x‖ 6 eα äëÿ âñåõ α ∈ A.

Âîçìåì ñåìåéñòâî {xi}i∈I èç X è ñâÿæåì ñ íèì ñåòü {yα}α∈A, ãäå A :=

Pfin(I) � óïîðÿäî÷åííîå ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíî-

æåñòâ ìíîæåñòâà I. Ïîëîæèì yα =
∑
i∈α

xi. Åñëè ñóùåñòâóåò x = bo-lim yα, òî

ãîâîðÿò, ÷òî ñåìåéñòâî {xi}i∈I (bo)-ñóììèðóåìî è ýëåìåíò x ÿâëÿåòñÿ åãî

ñóììîé (îáîçíà÷åíèå: x = bo-
∑
i∈I
xi).
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Óòâåðæäåíèå 1.34 à) Ïóñòü {xi}i∈I � ñåìåéñòâî ïîïàðíî îðòîãîíàëü-

íûõ ýëåìåíòîâ èç ÌÊÃ X è bo-
∑
i∈I
‖xi‖2 ∈ L0. Òîãäà ñåìåéñòâî {xi}i∈I �

(bo)-ñóììèðóåìî è äëÿ x = bo-
∑
i∈I
xi âåðíî ðàâåíñòâî

‖x‖2 = bo-
∑
i∈I

‖xi‖2.

á) Åñëè {ei}∞i=1 � ðàçáèåíèå åäèíèöû 1, X � ÌÊÃ íàä L0, òî x = bo-
∞∑
i=1

xei.

Äîêàçàòåëüñòâî. à). Ïóñòü yα =
∑
i∈α

xi, α ∈ A = Pfin(I).

Äëÿ α 6 β, α, β ∈ A èìååì, ÷òî

‖yβ − yα‖2 =

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈β\α

xi

∥∥∥∥∥∥
2

=
∑
i∈β\α

‖xi‖2 6 bo-
∑
i∈I\α

‖xi‖2 = gα ∈ L0.

Òàê êàê ðÿä
∑
i∈I
‖xi‖2 (bo)-ñõîäèòñÿ â L0, òî gα ↓ 0.

Ïóñòü α, β > γ, α, β, γ ∈ A. Òîãäà ‖yβ − yγ‖ 6 √gγ, ‖yα − yγ‖ 6 √gγ, è
ïîòîìó

‖yβ − yα‖ 6 ‖yβ − yγ‖+ ‖yγ − yα‖ 6 2
√
gγ ↓ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñåòü {yα}α∈A � (bo)-ôóíäàìåíòàëüíà è ïîòîìó ñóùåñòâóåò

x = bo-lim yα = bo-
∑
i∈I
xi. Ïîñêîëüêó ‖x‖2 = bo-lim ‖yα‖2 = bo-lim

∑
i∈α
‖xi‖2,

òî

‖x‖2 = bo-
∑
i∈I

‖xi‖2.

á). ßñíî, ÷òî {xei}∞i=1 � ñåìåéñòâî ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ èç

ÌÊÃ, à {‖xei‖}∞i=1 � ñåìåéñòâî ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ ýëåìåíòîâ èç L0(Ω),

â ÷àñòíîñòè, â L0
h(Ω) ñóùåñòâóåò sup

i>1
‖xei‖2 = bo-

n∑
i=1
‖xei‖2. Â ñèëó ïóíêòà
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à), ñóùåñòâóåò

y = bo-
∞∑
i=1

xei = bo-lim
n∑
i=1

xei.

Èìååì yej =
(
bo-lim

n∑
i=1

xei

)
ej = xej äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . . Èç óòâåðæäå-

íèÿ 1.2 ñëåäóåò, ÷òî x = y.

2

Ïóñòü 0 6= e ∈ B(Ω), X � L0-ìîäóëü. Ðàññìîòðèì L0
e = L0(eΩ) =

L0(A,ΣA, µ), ãäå e = [χA], A ∈ Σ, ΣA = {A
⋂
B : B ∈ Σ}. ßñíî, ÷òî

eX = {ex : x ∈ X} åñòü òî÷íûé L0
e-ìîäóëü îòíîñèòåëüíî àëãåáðàè÷åñêèõ

îïåðàöèé ex+ ey := e(x+ y), (ef)(ex) := e(fx), f ∈ L0, x, y ∈ X.

Äëÿ äàííîãî 0 6= e ∈ B(Ω) ÷åðåç {(e) îáîçíà÷èì êàðäèíàë γ òàêîé, ÷òî

ÌÊÃ eX ÿâëÿåòñÿ γ-îäíîðîäíûì íàä L0
e. Âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò ñëó÷èòüñÿ,

÷òî eX íå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî {(e) =

0. Åñëè X � λ-îäíîðîäåí, ò. å. ñóùåñòâóåò áàçèñ {xi}i∈I â X ñ card I = λ, òî

äëÿ ñèñòåìû {exi}i∈I ⊂ eX èìååì, ÷òî

〈exi|exj〉 = e〈xi|xj〉


0, i 6= j

e, i = j

.

Êðîìå òîãî, åñëè ex ∈ eX è 〈ex|exi〉 = 0 äëÿ âñåõ i ∈ I, òî 〈ex|xi〉 = 0,

i ∈ I, ò. å. ex = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî {exi}i∈I åñòü áàçèñ â eX. Ïîýòîìó,

{(e) = λ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1.35 Åñëè X � λ-îäíîðîäíûé ÌÊÃ íàä L0, òî {(e) = λ

äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ e ∈ B(Ω).
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2

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî λ-îäíîðîäíûå ÌÊÃ ìîæíî ¾ñêëåèâàòü¿.

Óòâåðæäåíèå 1.36 Ïóñòü {ei}i∈I � íàáîð ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ íåíó-

ëåâûõ èäåìïîòåíòîâ èç B(Ω), eiX � γ-îäíîðîäíûé ÌÊÃ íàä L0(eiΩ) äëÿ

âñåõ i ∈ I. Òîãäà
(

sup
i∈I

ei

)
X åñòü γ-îäíîðîäíûé ÌÊÃ íàä L0

((
sup
i∈I

ei

)
Ω
)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ei = {g(i)
j }j∈Ji � áàçèñ â eiX, ãäå card Ji = γ äëÿ

âñåõ i ∈ I. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Ji = Γ, ãäå card Γ = γ. Ïîëîæèì

gj = bo-
∑
i∈I

g
(i)
i , j ∈ Γ.

Èìååì, ÷òî gj ∈
(

sup
i∈I

ei

)
X äëÿ âñåõ j ∈ Γ è

〈gj|gβ〉 = bo-
∑
i,k∈I

〈g(i)
j |g

(k)
β 〉 = bo-

∑
i,k∈I

〈eig(i)
j |ekg

(k)
β 〉 =

= bo-
∑
i,k∈I

eiek〈g(i)
j |g

(k)
β 〉 =


0, j 6= β

sup
i∈I

ei, j = β

Ñëåäîâàòåëüíî, ñåìåéñòâî E = {gj}j∈Γ � îðòîíîðìàëüíî â
(

sup
i∈I

ei

)
X. Åñëè

x ∈
(

sup
i∈I

ei

)
X è 〈x|gj〉 = 0 äëÿ âñåõ j ∈ Γ, òî

0 =
〈
x

∣∣∣∣ bo-∑
i∈I

g
(i)
j

〉
= bo-

∑
k,i∈I

〈eix|eig(k)
j 〉 = bo-

∑
k,i∈I

ei〈eix|eig(k)
j 〉.

Ñëåäîâàòåëüíî, 〈eix|eig(k)
j 〉 = 0 äëÿ âñåõ k, i ∈ I, j ∈ Γ. Òàê êàê Ei �

áàçèñ â eiX, òî eix = 0 äëÿ âñåõ i ∈ I. Èç óòâåðæäåíèÿ 1.2 ñëåäêåò, ÷òî
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x =
(

sup
i∈I

ei

)
x = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî E � áàçèñ â

(
sup
i∈I

ei

)
X, ïðè ýòîì

card E = γ.

2

Òåîðåìà 1.37 Ïóñòü X � ÌÊÃ íàä L0. Òîãäà ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì

ñ÷åòíîå ðàçáèåíèå {ei}i∈I åäèíèöû 1 â B(Ω) òàêîå, ÷òî eiX � γi- îäíî-

ðîäíûé ÌÊÃ íàä L0(eiΩ) äëÿ âñåõ i ∈ I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1.8, ñóùåñòâóåò òàêîå x0 ∈ X,

÷òî s(x0) = 1. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî A , ñîñòîÿùåå èç âñåâîçìîæíûõ îðòî-

íîðìàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ èç X. Ýòî ñåìåéñòâî � íåïóñòîå, òàê êàê x0 ∈ A .

Óïîðÿäî÷èì A ïî âêëþ÷åíèþ, è èñïîëüçóÿ ëåììó Êóðàòîâñêîãî-Öîðíà,

âûáåðåì ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò E ⊂ A . Èìååì, ÷òî Y = E ⊥ åñòü t-

çàìêíóòûé L0-ïîäìîäóëü â X. Åñëè s(Y ) = 1, òî â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1.8,

ñóùåñòâóåò òàêîå y0 ∈ Y , ÷òî s(y) = 1, è ïîòîìó (E ∪{y0}) ∈ A , ÷òî ïðîòè-

âîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè E . Ñëåäîâàòåëüíî, s(Y ) 6= 1, ò. å. e = 1−s(Y ) 6= 0,

ïðè ýòîì eY = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî eE = {ex : x ∈ E } åñòü áàçèñ â eX. Äëÿ ëþáûõ ex, ey ∈ eE

èìååì, ÷òî 〈ex|ey〉 = e〈x|y〉 = 0, åñëè x 6= y. Êðîìå òîãî, 〈ex|ex〉 = e〈x|x〉 =

e · 1 = e.

Ïóñòü z ∈ eX è 0 = 〈z|ex〉 = e〈z|x〉 = 〈ez|x〉 = 〈z|x〉 äëÿ ëþáîãî x ∈ E .

Òîãäà z ∈ E ⊥ = Y , è ïîòîìó 0 = ez = z. Ñëåäîâàòåëüíî, eE � áàçèñ â ÌÊÃ

eX íàä L0(eΩ).

Ïîâòîðÿÿ ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íå-

íóëåâîãî g ∈ B(Ω) ñóùåñòâóåò òàêîå íåíóëåâîå e ∈ B(Ω), e 6 g, ÷òî eX �
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îäíîðäíûé ÌÊÃ íàä L0(eΩ). Ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï èñ÷åðïûâàíèÿ [10] è ñ÷åò-

íîñòü òèïà áóëåâîé àëãåáðû B(Ω), âûáåðåì íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ðàçáèåíèå

{ei}i∈I åäèíèöû 1 â B(Ω) òàêîå, ÷òî eiX � îäíîðîäíûå ÌÊÃ íàä L0(eiΩ),

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

2

Óêàæåì òåïåðü ïðèëîæåíèå òåîðåìû 1.37 ê ðàçëîæåíèþ ÌÊÃ â ñóììó

ïîäìîäóëåé.

Òåîðåìà 1.38 Ïóñòü X � ÌÊÃ íàä L0 è X0 � t-çàìêíóòûé L0-ïîäìîäóëü

â X. Òîãäà êàæäûé ýëåìåíò x ∈ X îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå x =

y + z, ãäå y ∈ X0, z ∈ X⊥0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X0 � îäíîðîäíûé t-çàìêíóòûé ïîäìîäóëü è E �

áàçèñ â X0. Èç óòâåðæäåíèÿ 1.28 ñëåäóåò, ÷òî E ⊥ = X⊥0 := X1.

Ïóñòü x ∈ X, ae = 〈x|e〉, e ∈ E . Èç óòâåðæäåíèé 1.29 è 1.27 ñëåäóåò, ÷òî

îïðåäåëåí ýëåìåíò

x0 = bo-
∑
e∈E

aee ∈ X0,

ïðè ýòîì, 〈x0|e〉 = ae = 〈x|e〉.

Äëÿ x1 = x−x0 èìååì, ÷òî 〈x1|e〉 = 〈x|e〉−〈x0|e〉 = 0, ò. å. x1 ∈ E ⊥ = X⊥0 .

Òàêèì îáðàçîì, x = x0 + x1, ãäå x0 ∈ X0, x1 ∈ X1.

ÏóñòüX0 � ïðîèçâîëüíûé t-çàìêíóòûé ïîäìîäóëü. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.37

ñóùåñòâóåò òàêîå ñ÷åòíîå ðàçáèåíèå åäèíèöû {ei}∞i=1, ÷òî eiX0 � îäíîðîä-

íûé ïîäìîäóëü â eiX, i = 1, 2, . . . .
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Åñëè x ∈ X, òî eix ∈ eiX è, â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå, èìååì, ÷òî eix =

xi + yi, ãäå xi ∈ eiX0, yi ∈ (eiX)
⋂

(eiX0)⊥. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1.34 à),

îïðåäåëåíû (bo)-ñóììû

x0 = bo-
∞∑
i=1

xi, y0 = bo-
∞∑
i=1

yi,

ïðè ýòîì x0 ∈ X0, y0 ∈ X.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ i ∈ N, z ∈ X0 èìååì

〈eiz|y0〉 =

〈
eiz

∣∣∣∣∣bo-
∞∑
i=1

yi

〉
= bo-

∞∑
i=1

〈eiz|yi〉 = 0.

Òàê êàê ëþáîå z ∈ X0 èìååò âèä z = bo-
∞∑
i=1

eiz (ñì. óòâåðæäåíèå 1.34 á)), òî

〈z|y0〉 =

〈
bo-

∞∑
i=1

eiz

∣∣∣∣∣ y0

〉
= bo-

∞∑
i=1

〈eiz|y0〉 = 0,

ò. å. y0 ∈ X⊥0 .

Èòàê,

x = bo-
∞∑
i=1

eix = bo-
∞∑
i=1

(xi + yi) = bo-
∞∑
i=1

xi + bo-
∞∑
i=1

yi = x0 + y0,

ãäå x0 ∈ X0, y0 ∈ X⊥0 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòà x ∈ X íå åäèíñòâåííî,

ò. å. íàðÿäó ñ ðàçëîæåíèåì x = x0 + y0, ãäå x0 ∈ X0, y0 ∈ X⊥0 èìååò ìåñòî

ðàçëîæåíèå x = x1 + y1, ãäå x1 ∈ X0, y1 ∈ X⊥0 . Òîãäà x0 + y0 = x1 + y1, ò.

å. x0 − x1 = y1 − y0, íî x0 − x1 ∈ X0, à y1 − y0 ∈ X⊥0 . Ïîýòîìó, x0 − x1 =

y1 − y0 = 0, ò. å. x0 = x1, y0 = y1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå x ∈ X ïðåäñòàâëÿåòñÿ â èñêîìîì âèäå îäíîçíà÷íî.

2
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Âïîñëåäñòâèå ôàêò åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ x ∈ X â âèäå x = y+ z,

ãäå y ∈ X0, z ∈ X⊥0 áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå X = X0 ⊕X⊥0 .

Óòâåðæäåíèå 1.39 Ïóñòü X � ÌÊÃ íàä L0. Åñëè Y � çàìêíóòûé L0-

ïîäìîäóëü â X, òî Y = Y ⊥⊥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî Y ⊂ Y ⊥⊥. Ïîêàæåì, ÷òî Y ⊥⊥ ⊂ Y .

Ïóñòü ñóùåñòâóåò z ∈ Y ⊥⊥ \Y . Èç òåîðåìû 1.38 ñëåäóåò, ÷òî z = x+ y, ãäå

x ∈ Y , y ∈ Y ⊥. Òàê êàê z 6∈ Y , òî y 6= 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, y = z − x,

ãäå z ∈ (Y ⊥)⊥, x ∈ Y ⊂ Y ⊥⊥, ò. å. y ∈ Y ⊥⊥
⋂
Y ⊥ = {0}. Èç ïîëó÷åííîãî

ïðîòèâîðå÷èÿ ñëåäóåò, ÷òî Y = Y ⊥⊥.

2

Óòâåðæäåíèå 1.40 Ïóñòü X � n-îäíîðîäíûé ÌÊÃ íàä L0, {xi}ki=1 � îð-

òîíîðìèðîâàííûé íàáîð âåêòîðîâ èç X, k < n, Y = Lin({xi}ki=1, L
0). Òîã-

äà Y = Y , s(Y ⊥) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y ∈ Y . Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñåòü {yα}α∈A ⊂

Y , ÷òî y = bo-lim yα. Ïîñêîëüêó yα ∈ Y , òî

yα =
k∑
i=1

〈yα|xi〉xi.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè L0-çíà÷íîãî âíóòðåííåãî ïðîèçâåäåíèÿ, èìååì 〈yα|xi〉
(o)−→ 〈y|xi〉. Ïîýòîìó

y = bo-lim yα = bo-lim
k∑
i=1

〈yα|xi〉xi =
k∑
i=1

〈y|xi〉xi,

ò. å. y ∈ Y . Ñëåäîâàòåëüíî, Y = Y .
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî s(Y ⊥) 6= 1 è g = 1 − s(Y ⊥). Ðàññìîòðèì Z = gX ,

L = gY . Ïîñêîëüêó X � n-îäíîðîäåí, òî gX � n-îäíîðîäåí. Èìååì gy = 0

äëÿ âñÿêîãî y ∈ Y ⊥. Ñëåäîâàòåëüíî, gx ∈ (Y ⊥)⊥ äëÿ ëþáîãî x ∈ X. Òàê

êàê Y ⊥⊥ = Y (ñì. óòâåðæäåíèå 1.39), òî gx ∈ Y äëÿ ëþáîãî x ∈ X, ò.

å. gX ⊂ Y . Ïðè ýòîì, Y � k-îäíîðîäåí, à gX � n-îäíîðîäåí, ãäå n >

k. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {zj}nj=1 â gX ⊂

Y = Lin({xi}ki=1, L
0). Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1.26, íàáîð {zj}nj=1 � L0-ëèíåéíî

íåçàâèñèì. Ïîýòîìó èç ëåììû 1.33 ñëåäóåò, ÷òî n 6 k. Èç ïîëó÷åííîãî

ïðîòèâîðå÷èÿ âûòåêàåò, ÷òî s(Y ⊥) = 1.

2
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2 L0-ëèíåéíûå L0-îãðàíè÷åííûå îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü X,Y � íîðìèðîâàííûå L0-ìîäóëè. Îòîáðàæåíèå T : X → Y

íàçûâàåòñÿ L0-ëèíåéíûì îïåðàòîðîì, åñëè T (αx + βy) = αTx + βTy,

∀x, y ∈ X, α, β ∈ L0.

Ëèíåéíûé îïåðàòîð T : X → Y íàçûâàåòñÿ L0-îãðàíè÷åííûì, åñëè ñó-

ùåñòâóåò òàêîå íåîòðèöàòåëüíîå α ∈ L0, ÷òî ‖Tx‖ 6 α‖x‖, ∀x ∈ X.

Òåîðåìà 2.1 Âñÿêèé L0-îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð T : X → Y

ÿâëÿåòñÿ L0-ëèíåéíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì 0 6 α ∈ L0, äëÿ êîòîðîãî ‖T (x)‖Y 6
α‖x‖X , ãäå x ∈ X. Åñëè A ∈ Σ, òî ‖T (χAx)‖Y 6 α ‖χAx‖X = αχA ‖x‖X .

Ñëåäîâàòåëüíî, íîñèòåëü s(‖T (χAx)‖Y ) 6 χΩ\A. Ïîýòîìó
∥∥χAT (χΩ\Ax)

∥∥
Y

=

χA
∥∥T (χΩ\Ax)

∥∥
Y

= 0, ò. å. χAT (χΩ\Ax) = 0. Óìíîæàÿ ðàâåíñòâî T (x) =

T (χAx) + T (χΩ\Ax) íà χA, ïîëó÷èì ÷òî χAT (x) = T (χAx) äëÿ âñåõ x ∈ X,

A ∈ Σ.

Åñëè f =
n∑
i=1

λiχAi � ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ èç L0, λi ∈ C, Ai ∈ Σ, Ai

⋂
Aj = ∅,

i 6= j, i, j = 1, . . . , n, òî, â ñèëó ëìíåéíîñòè îòîáðàæåíèÿ T , ïîëó÷èì, ÷òî

T (fx) =
n∑
i=1

λiT (χAix) =
n∑
i=1

λiχAiT (x) = fT (x).

Åñëè f � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç L0, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü {fn} ïðîñòûõ ôóíêöèé èç L0, ÷òî fn
µ−→ f . Òàê êàê ‖fnx −

fx‖X = |fn − f | · ‖x‖X
µ−→ 0 è ‖T (fnx) − T (fx)‖Y 6 α‖fnx − fx‖X , òî

T (fnx) t−→T (fx), ãäå t � òîïîëîãèÿ â Y , ïîðîæäåííàÿ íîðìîé ‖.‖Y è ñõî-

äèìîñòüþ ïî ìåðå (ñì. �1). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, T (fnx) = fnT (x), è ïîòîìó
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‖T (fnx) − fT (x)‖Y = ‖fnT (x) − fT (x)‖Y = |fn − f | · ‖T (x)‖Y
µ−→ 0, ò. å.

T (fnx) t−→fT (x). Ñëåäîâàòåëüíî, T (fx) = fT (x) äëÿ âñåõ x ∈ X, f ∈ L0.

Òàêèì îáðàçîì,

T (γx+ βy) = T (γx) + T (βy) = γT (x) + βT (y)

äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X, γ, β ∈ L0.

2

Îáîçíà÷èì ÷åðåçB(X,Y ) ìíîæåñòâî âñåõ L0-ëèíåéíûõ L0-îãðàíè÷åííûõ

îïåðàòîðîâ èç X â Y . Åñëè X = Y , òî âìåñòî B(X,X) áóäåì ïèñàòü B(X).

Äëÿ êàæäîãî T ∈ B(X,Y ) ïîëîæèì ‖T‖ = sup{‖Tx‖Y : ‖x‖X 6 1}.

Â [5] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.2 Ïóñòü X,Y � íîðìèðîâàííûå L0-ìîäóëè è Y � áàíàõîâ. Òîã-

äà (B(X,Y ), ‖.‖) � áàíàõîâ L0-ìîäóëü.

Óòâåðæäåíèå 2.3 Åñëè T : X → X � L0-ëèíåéíûé îïåðàòîð, òî s(Tx) 6
s(x) äëÿ âñåõ x ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê (1−s(x)) ·T (x) = T ((1−s(x)) ·x) = T (0) = 0,

òî 1− s(x) 6 r(T (x)), ò. å. s(Tx) 6 s(x).

2

Ïóñòü B(L0(Ω, H)) � áàíàõîâ L0-ìîäóëü âñåõ L0-ëèíåéíûõ è L0-îãðà-

íè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â L0(Ω, H).

Ïóñòü dimH = n è {ξi}ni=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H, ei(ω) ≡ ξi.

Òîãäà {[ei]}ni=1 � áàçèñ â L0(Ω, H) è ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé ýëåìåíò [u] ∈
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L0(Ω, H) îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå

[u] =
n∑
i=1

ci[ei],

ãäå ci = 〈[u]|[ei]〉 ∈ L0. Ïðè ýòîì |||[u]|||2 = 〈[u]|[u]〉 =
n∑
i=1
|ci|2.

Ïóñòü T : L0(Ω, H)→ L0(Ω, H) � L0-ëèíåéíûé îïåðàòîð. Èìååì

T [u] =
n∑
j=1

cjT [ej],

ïðè ýòîì

T [ej] =
n∑
i=1

aij[ei],

ãäå aij = 〈T [ej]|[ei]〉 ∈ L0. Ïîýòîìó

T [u] =
n∑
j=1

cj

(
n∑
i=1

aij[ei]

)
=

n∑
i=1

(
n∑
j=1

aijcj

)
[ei] (4)

Îáîçíà÷èì ÷åðåçMn(L0) = Mn(L0(Ω,Σ, µ)) ìíîæåñòâî âñåõ n×n-ìàòðèö

A = (aij)ni,j=1, ãäå aij ∈ L0 äëÿ âñåõ i, j = 1, . . . , n.

Äëÿ êàæäîé ìàòðèöû A = (aij)ni,j=1 ∈ Mn(L0(Ω,Σ, µ)) îïðåäåëèì îòî-

áðàæåíèå TA : L0(Ω, H)→ L0(Ω, H) ïî ôîðìóëå

TA[u] = TA

(
n∑
i=1

ci[ei]

)
=

n∑
i=1

(
n∑
j=1

aijci

)
[ei] (5)

Óòâåðæäåíèå 2.4 TA ∈ B(L0(Ω, H))

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ α, β ∈ L0, [u] =
n∑
i=1

ci[ei], [v] =
n∑
i=1

di[ei],

[u], [v] ∈ L0(Ω, H) èìååì, ÷òî αci + βdi = α〈[u]|[ei]〉 + β〈[v]|[ei]〉 = 〈α[u] +
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β[v]|[ei]〉, i = 1, n. Ïîýòîìó

TA(α[u] + β[v]) =
n∑
i=1

(
n∑
j=1

aij(αcj + βdj)

)
[ei] =

= α

n∑
i=1

(
n∑
j=1

aijcj

)
[ei] + β

n∑
i=1

(
n∑
j=1

aijdj

)
[ei] = αTA[u] + βTA[v],

ò. å. TA � L0-ëèíåéíûé îïðåàòîð.

Ïóñòü [u] =
n∑
i=1

ci[ei] ∈ L0(Ω, H). Èìååì

|||TA[u]|||2 =

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(
n∑
j=1

aijcj

)
[ei]

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥

2

=

=

〈
n∑
i=1

(
n∑
j=1

aijcj

)
[ei]

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(
n∑
j=1

aijcj

)
[ei]

〉
=

=
n∑
j=1

a1jcj

n∑
s=1

a1scs + . . .+
n∑
j=1

anjcj

n∑
s=1

anscs =

=
n∑
i=1

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

aijcj

∣∣∣∣∣
2

6
n∑
i=1

(
n∑
j=1

|aij|2
n∑
j=1

|cj|2
)

=

=

(
n∑
i=1

n∑
j=1

|aij|2
)
|||[u]|||2

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî TA � L0-îãðàíè÷åí è ‖TA‖6
√

n∑
i=1

n∑
j=1
|aij|2.

2

Óòâåðæäåíèå 2.5 Äëÿ ëþáîãî L0-ëèíåéíîãî îïåðàòîðà T ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå A ∈Mn(L0), äëÿ êîòîðãî T = TA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå ñëåäóåò èç (4).
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Ïóñòü TA = TB, A = (aij), B = (bij) èç Mn(L0). Òîãäà 〈TA[ek]|[es]〉 =〈
n∑
i=1

aik[ei]|[es]
〉

= ask. Àíàëîãè÷íî, 〈TB[ek]|[es]〉 = bsk. Ñëåäîâàòåëüíî,

ask = bsk äëÿ ëþáûõ s, k = 1, n, ò. å. A = B.

2

Èç óòâåðæäåíèÿ 2.4 è 2.5 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 2.6 Ëþáîé L0-ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç L0(Ω, H)

â L0(Ω, H) ïðè dimH = n ÿâëÿåòñÿ L0-îãðàíè÷åííûì.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îòíîñèòåëüíî àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé

(aij)ni,j=1 + (bij)ni,j=1 = (aij + bij)ni,j=1,

α(aij)ni,j=1 = (αaij)ni,j=1,

(aij)ni,j=1 · (bij)ni,j=1 =

(
n∑
k=1

aikbkj

)n

i,j=1

(
(aij)ni,j=1

)∗ = (bij)ni,j=1, ãäå bij = aji

ìíîæåñòâîMn(L0(Ω)) ÿâëÿåòñÿ ∗-àëãåáðîé è L0-ìîäóëåì, ïðè ýòîì (αT )∗ =

αT ∗ äëÿ ëþáûõ α ∈ L0(Ω), T ∈ Mn(L0(Ω)). Òàêèå ∗-àëãåáðû áóäåì íàçû-

âàòü L0-∗-àëãåáðàìè.

Â [6] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî T ∈ B(L0(Ω, H)) ñóùåñòâóåò òàêîå T ∗ ∈

B(L0(Ω, H)), ÷òî 〈T [u]|[v]〉 = 〈[u]|T ∗[v]〉 äëÿ âñåõ [u], [v] ∈ L0(Ω, H). Ýòîò
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îïåðàòîð T ∗ íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì ê T , ïðè ýòîì (αT + βS)∗ =

αT ∗ + βS∗, (TS)∗ = S∗T ∗, (T ∗)∗ = T äëÿ âñåõ α, β ∈ L0(Ω), T, S ∈

B(L0(Ω, H)). Òàêèì îáðàçîì B(L0(Ω, H)) ÿâëÿåòñÿ L0-∗-àëãåáðîé.

Äâå L0-∗-àëãåáðû A è B íàçûâàþòñÿ ∗-èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò

òàêàÿ L0-ëèíåéíàÿ áèåêöèÿ Ψ : A → B, ÷òî Ψ(ab) = Ψ(a)Ψ(b), Ψ(a∗) =

Ψ(a)∗, ∀a, b ∈ A. Â ýòîì ñëó÷àå, Ψ íàçûâàåòñÿ ∗-èçîìîðôèçìîì èç A íà B.

Òåîðåìà 2.7 Åñëè dimH = n, òî L0-∗-àëãåáðû Mn(L0(Ω)) è B(L0(Ω, H))

� ∗-èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèì îòîáðàæåíèå Ψ : Mn(L0(Ω))→ B(L0(Ω, H)),

ïîëàãàÿ Ψ(A) = TA, ãäå A ∈ Mn(L0(Ω)). Èç óòâåðæäåíèÿ 2.5 ñëåäóåò, ÷òî

Ψ � áèåêöèÿ.

Ïóñòü A,B ∈ Mn(L0). Òàê êàê αA + βB = (αaij + βbij)ni,j=1, òî äëÿ

[u] =
n∑
i=1

ci[ei] ∈ L0(Ω, H) èìååì, ÷òî

Ψ(αA+ βB)([u]) = TαA+βB([u]) =
n∑
i=1

(
n∑
j=1

(αaij + βbij)cj

)
[ei] =

= α
n∑
i=1

(
n∑
j=1

aijcj

)
[ei] + β

n∑
i=1

(
n∑
j=1

bijcj

)
[ei] =

= (αTA)([u]) + (βTB)([u]) = αΨ(A)([u]) + βΨ(B)([u]).

Ñëåäîâàòåëüíî, Ψ(αA+ βB) = αΨ(A) + βΨ(B).

Èìååì AB = (dij)ni,j=1, ãäå dij =
n∑
k=1

aikbkj. Ïîêàæåì, ÷òî Ψ(AB) =
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Ψ(A)Ψ(B).

Ψ(AB)([u]) = TAB([u]) =
n∑
i=1

(
n∑
j=1

dijcj

)
[ei] =

=
n∑
i=1

(
n∑
j=1

(
n∑
k=1

aikbkj

)
cj

)
[ei] =

n∑
i=1

(
n∑
k=1

aik

(
n∑
j=1

bkjcj

))
[ei] =

= Ψ(A)

(
n∑
k=1

(
n∑
j=1

bkjcj

)
[ek]

)
= Ψ(A)(Ψ(B)([u])).

Ñëåäîâàòåëüíî, Ψ(AB) = Ψ(A)Ψ(B).

Ïîêàæåì, ÷òî Ψ(A∗) = (Ψ(A))∗, ãäå A∗ = (bij), bij = aji.

Ïóñòü [u] =
n∑
i=1

ci[ei], [v] =
n∑
i=1

di[ei]. Èìååì

〈Ψ(A)[u]|[v]〉 = 〈TA[u]|[v]〉 =

〈
n∑
i=1

(
n∑
j=1

aijcj

)
[ei]

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

dk[ek]

〉
=

=
n∑
j=1

a1jcjd1 + . . .+
n∑
j=1

anjcjdn =
n∑
i=1

n∑
j=1

aijcjdi.

Òàêèì îáðàçîì,

〈Ψ(A)[u]|[v]〉 =
n∑
i=1

n∑
j=1

aijcjdi (6)

Äàëåå

〈[u]|TA∗[v]〉 =

〈
n∑
k=1

ck[ek]

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(
n∑
j=1

ajidj

)
[ei]

〉
=

=
n∑
j=1

c1aj1d1 + . . .+
n∑
j=1

cnajndn =
n∑
i=1

n∑
j=1

aijcjdi,

òî åñòü

〈[u]|TA∗[v]〉 =
n∑
i=1

n∑
j=1

aijcjdi. (7)
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Èç (6) è (7) ñëåäóåò, ÷òî 〈Ψ(A)[u]|[v]〉 = 〈[u]|TA∗[v]〉 äëÿ ëþáûõ [u], [v] ∈

L0(Ω, H). Ïîýòîìó

(Ψ(A))∗ = TA∗ = Ψ(A∗).

Òàêèì îáðàçîì, Ψ åñòü ∗-èçîìîðôèçì èç Mn(L0(Ω)) íà B(L0(Ω, H)).

2

Òåîðåìà 2.8 Ëþáîé n-îäíîðîäíûé L0-ìîäóëü Êàïëàíñêîãî-Ãèëüáåðòà X

èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôåí L0(Ω, H), ãäå dimH = n.

Äîêàçàòåëüñòâî.Èç óòâåðæäåíèÿ 1.19 ñëåäóåò, ÷òî L0(Ω, H), ãäå dimH =

n, åñòü n-îäíîðîäíûé ÌÊÃ. Ïîýòîìó, â ñèëó òåîðåìû 1.31, L0(Ω, H) èçî-

ìåòðè÷åñêè èçîìîðôåí X.

2

ÏóñòüX � áàíàõîâ L0-ìîäóëü. Äëÿ ëþáûõ T, S ∈ B(X) ïîëîæèì (TS)(x) =

T (S(x)), x ∈ X.

Óòâåðæäåíèå 2.9 à) TS ∈ B(X) è ‖TS‖ 6 ‖T‖ · ‖S‖;
á) B(X) åñòü àëãåáðà íàä L0, ò. å. B(X) � L0-ìîäóëü è äëÿ âñåõ T, S, V ∈

B(X), f ∈ L0 âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (TS)V = T (SV ), T (S + V ) =

TS + TV , (T + S)V = TV + SV , (fT )S = T (fS) = f(TS).

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïóñòü x, y ∈ X, α, β ∈ L0. Òîãäà

(TS)(αx+ βy) = T (S(αx+ βy)) = T (αSx+ βSy) =

= αT (Sx) + βT (Sy) = α(TS)(x) + β(TS)(y),
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ò. å. TS � L0-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Äàëåå

‖TS(x)‖X 6 ‖T‖ · ‖Sx‖X 6 ‖T‖ · ‖S‖ · ‖x‖X .

Ñëåäîâàòåëüíî, TS � L0-îãðàíè÷åí, ò. å. TS ∈ B(X), ïðè ýòîì ‖TS‖ 6
‖T‖ · ‖S‖.

á) Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2, B(X) � L0-ìîäóëü.

Ïóñòü T, S, V ∈ B(X), f ∈ L0. Òîãäà ((TS)V )(x) = (TS(V (x))) =

T (S(V (x))) = T ((SV )(x)) = (T (SV ))(x) ∀x ∈ X, ò. å. (TS)V = T (SV ).

Äàëåå (T (S + V ))(x) = T ((S + V )(x)) = T (Sx + V x) = T (Sx) + T (V x) =

(TS)(x) + (TV )(x) ∀x ∈ X. Ïîýòîìó, T (S + V ) = TS + TV . Àíàëîãè÷íî,

(T + S)V = TV + SV , (fT )S = T (fS) = f(TS).

Ñëåäîâàòåëüíî, B(X) � àëãåáðà íàä L0.

2

Ïóñòü X � ÌÊÃ íàä L0, T ∈ B(X) è T ∗ � ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ê T ,

ò. å. 〈Tx|y〉 = 〈x|T ∗y〉 äëÿ âñåõ x, y ∈ X. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, B(X) åñòü

L0-∗-àëãåáðà.

Òåîðåìà 2.10 Ïóñòü X � n-îäíîðîäíûé ÌÊÃ íàä L0. Òîãäà ∗-àëãåáðà

B(X) � ∗-èçîìîðôíà ∗-àëãåáðå Mn(L0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2.8 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå èçîìåòðè÷åñ-

êîãî èçîìîðôèçìà U èç X íà L0(Ω, H), ãäå dimH = n. Äëÿ êàæäîãî

T ∈ B(X) ïîëîæèì

Ψ(T )(u) = U(T (U−1(u))),

u ∈ L0(Ω, H).
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Ïîêàæåì, ÷òî Ψ åñòü ∗-èçîìîðôèçì èç B(X) íà B(L0(Ω, H)).

Ïóñòü T, S ∈ B(X), α, β ∈ L0. Òîãäà

Ψ(αT + βS)(u) = U((αT + βS)(U−1(u))) = U(αTU−1(u) + βSU−1(u)) =

= αU(TU−1(u)) + βU(SU−1(u)) = (αΨ(T ) + βΨ(S))(u)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî u ∈ L0(Ω, H). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Ψ � L0-ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå.

Ïóñòü Ψ(T )(u) = Ψ(S)(u), ò. å. U(T (U−1(u))) = U(S(U−1(u))). Èç áè-

åêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ U ñëåäóåò, ÷òî T (U−1(u)) = S(U−1(u)) ∀u ∈

L0(Ω, H) è ïîýòîìó, T (x) = S(x) ∀x ∈ X, ò. å. T = S. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî Ψ � èíúåêöèÿ.

Ïóñòü V ∈ B(L0(Ω, H)). Ðàññìîòðèì T = U−1V U , òî åñòü T (x) =

U−1(V (U(x))). ßñíî, ÷òî T � L0-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç X íà X. Èç

ñëåäñòâèÿ 2.6 âûòåêàåò, ÷òî T ∈ B(X), ïðè ýòîì Ψ(T ) = V , èç ÷åãî ñëåäó-

åò, ÷òî Ψ � ñþðúåêöèÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, Ψ � áèåêöèÿ.

Ïîêàæåì, òåïåðü, ÷òî Ψ(T ∗) = Ψ(T )∗.

Äëÿ ëþáûõ u, v ∈ L0(Ω, H) èìååì, ÷òî

〈U−1u|U−1v〉X = 〈u|v〉L0(Ω,H)
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Ïîýòîìó

〈u|Ψ(T ∗)v〉L0(Ω,H) = 〈u|UT ∗U−1(v)〉L0(Ω,H) = 〈U−1(u)|U−1UT ∗U−1(v)〉X =

= 〈U−1(u)|T ∗U−1(v)〉X = 〈T (U−1(u))|U−1(v)〉X =

= 〈UTU−1(u)|UU−1(v)〉L0(Ω,H) = 〈Ψ(T )(u)|v〉L0(Ω,H) =

= 〈u|(Ψ(T ))∗v〉L0(Ω,H).

Ñëåäîâàòåëüíî, Ψ(T ∗) = Ψ(T )∗, ò. å. Ψ � ∗ - èçîìîðôèçì èç B(X) íà

B(L0(Ω, H))

2

Òàêèì îáðàçîì, ãîâîðÿ îá n-îäíîðîäíîì ÌÊÃ X íàä L0 è îá ∗-àëãåáðå

B(X), âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X = L0(Ω, H) è B(X) = Mn(L0(Ω)), ãäå

dimH = n.
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3 Ñïåêòð L0-ëèíåéíûõ L0-îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ

Ïóñòü (X, ‖.‖X) � áàíàõîâ L0-ìîäóëü. Åñëè T ∈ B(X) è T � áèåêöèÿ, òî

ñóùåñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð T−1, ïðè ýòîì T−1 ∈ B(X) [7].

Ýëåìåíò λ ∈ L0 íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì äëÿ T ∈ B(X), åñëè ñóùåñòâó-

åò îáðàòíûé îïåðàòîð (T − λI)−1, ãäå I(x) = x, x ∈ X. Ìíîæåñòâî âñåõ

ðåãóëÿðíûõ ýëåìåíòîâ äëÿ T îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ(T, L0).

Ïóñòü T ∈ B(X), 0 6= e ∈ B(Ω). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî T � e-îáðàòèì,

åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå S ∈ B(X), ÷òî

(TS)(ex) = (ST )(ex) = ex

äëÿ âñåõ x ∈ X. Äðóãèìè ñëîâàìè, îïåðàòîð Te(y) := eT (y), îïðåäåëåííûé

íà eX ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì (ò. å. áèåêöèåé).

Ýëåìåíò λ ∈ L0 áóäåì íàçûâàòü ñïåêòðàëüíûì ýëåìåíòîì äëÿ T , åñëè

(T − λI) íå ÿâëÿåòñÿ e-îáðàòèìûì äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî e ∈ B(Ω).

Ìíîæåñòâî σ(T, L0) âñåõ ñïåêòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ äëÿ T áóäåì íàçûâàòü

L0-ñïåêòðîì äëÿ T ∈ B(X).

Ïóñòü X = L0(Ω, H), dimH = n, B(X) = Mn(L0(Ω)) (ñì. òåîðåìó

2.10). Äëÿ ëþáîãî T = (aij)ni,j=1 ∈ Mn(L0(Ω)) ïîëîæèì det(T, L0)(ω) =

det(aij(ω)) è ôóíêöèþ det(T, L0) áóäåì íàçûâàòü L0-çíà÷íûì îïðåäåëèòå-

ëåì äëÿ T . Òàê êàê aij ∈ L0(Ω), òî det(T, L0) ∈ L0(Ω).

Óòâåðæäåíèå 3.1 Îïåðàòîð T = (aij)ni,j=1 ∈ Mn(L0(Ω)) ÿâëÿåòñÿ îáðà-

òèìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà det(T, L0)(ω) 6= 0 äëÿ ï. â. ω ∈ Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îïåðàòîð T ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì, ò. å. ñóùåñò-
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âóåò T−1 ∈ B(X), äëÿ êîòîðîãî T · T−1 = T−1 · T = I. Òàê êàê T−1 ∈

B(X) = Mn(L0(Ω)), òî T−1 = (bij)ni,j=1, ãäå bij ∈ L0. Ñëåäîâàòåëüíî,

det(T · T−1, L0)(ω) = det((aij(ω))ni,j=1 · (bij(ω))ni,j=1) =

= det((aij(ω))ni,j=1) · det((bij(ω))ni,j=1).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

det(T · T−1, L0)(ω) = det(I, L0)(ω) = 1,

è ïîýòîìó det((aij(ω))ni,j=1) · det((bij(ω))ni,j=1) = 1 äëÿ ï. â. ω ∈ Ω, â ÷àñò-

íîñòè, det((aij(ω))ni,j=1) 6= 0 äëÿ ï. â. ω ∈ Ω.

Ïóñòü òåïåðü det(T, L0)(ω) 6= 0 äëÿ ï. â. ω ∈ Ω. Åñëè x ∈ L0(Ω, H) è Tx =

0, ò. å. (aij(ω))ni,j=1 · x(ω) = 0 äëÿ ï. â. ω ∈ Ω, òî x(ω) = ((aij(ω))ni,j=1)
−1 ·

(aij(ω))ni,j=1 · x(ω) = 0 äëÿ ï. â. ω ∈ Ω, ò. å. x(ω) = 0 ï. â. Ñëåäîâàòåëüíî,

T � èíúåêöèÿ.

Ïóñòü y ∈ L0(Ω, H). Òàê êàê det((aij(ω))ni,j=1) 6= 0 ï. â., òî îïðåäåëåíà

îáðàòíàÿ ìàòðèöà ((aij(ω))ni,j=1))
−1 äëÿ ï. â. ω ∈ Ω, è åå ýëåìåíòû åñòü

êîìïëåêñíûå èçìåðèìûå ôóíêöèè, çàäàííûå ï. â. íà Ω. Òàêèì îáðàçîì,

ñóùåñòâóåò òàêîå S ∈ Mn(L0(Ω)), ÷òî S(ω) = ((aij(ω))ni,j=1))
−1 ï. â. Ïîëî-

æèì x = Sy. Òîãäà Tx = (aij(ω))ni,j=1) · ((aij(ω))ni,j=1))
−1y(ω) = y(ω) ï. â.,

òî åñòü Tx = y, è ïîýòîìó T � ñþðúåêöèÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, T � áèåêöèÿ, à çíà÷èò ñóùåñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð

T−1 ∈ B(X).

2

Çàìå÷àíèå 3.2 Â îáîçíà÷åíèÿõ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 3.1, èìå-
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åì, ÷òî T−1 = ((aij(ω))ni,j=1))
−1 äëÿ ï. â. ω ∈ Ω.

Ýëåìåíò λ ∈ L0 íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ýëåìåíòîì äëÿ T ∈ B(X), åñëè

ñóùåñòâóåò òàêîå íåíóëåâîå x ∈ X, ÷òî Tx = λx è s(x) = 1. Â ýòîì ñëó÷àå,

x íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó ýëåìåíòó

λ.

Ïîñêîëüêó Te(x) = (λe)(ex) è ex 6= 0, òî îïåðàòîð (Te−λeI) = (T −λI)e

íå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî e ∈ B(Ω). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ñîáñòâåííûé ýëåìåíò ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó σ(T, L0).

Ïóñòü T = (aij)ni,j=1 ∈ Mn(L0(Ω)), ∆(ω) = det(T, L0)(ω), A(T ) = {ω ∈

Ω : ∆(ω) = 0}. Òàê êàê ∆ ∈ L0(Ω), òî A(T ) ∈ Σ.

Óòâåðæäåíèå 3.3 à) Ïóñòü λ ∈ σ(T, L0). Òîãäà λ(ω) � ñîáñòâåííîå çíà-

÷åíèå äëÿ ìàòðèöû T (ω) = (aij(ω))ni,j=1 äëÿ ï. â. ω ∈ Ω.

á) Åñëè λ ∈ L0 è λ(ω) � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå äëÿ (aij(ω))ni,j=1 äëÿ ï. â.

ω ∈ Ω, òî λ ∈ σ(T, L0).

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Òàê êàê λ ∈ σ(T, L0), òî ìàòðèöà (T (ω)−λI(ω))χA(ω)

íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé äëÿ ëþáîãî A ∈ Σ ñ µ(A) > 0 è ï. â. ω ∈ A. Åñëè

µ(Ω \A(T −λI)) > 0, òî, âçÿâ A = Ω \A(T −λI), ïîëó÷èì, ÷òî µ(A) > 0 è

(T (ω)−λI(ω))χA(ω) îáðàòèìî äëÿ âñåõ ω ∈ A, ÷òî íå òàê. Ñëåäîâàòåëüíî,

µ(Ω \A(T −λI)) = 0, ò. å. det(T −λI, L0)(ω) = 0 äëÿ ï. â. ω ∈ Ω, ò. å. λ(ω)

åñòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå äëÿ ìàòðèöû T (ω) äëÿ ï. â. ω ∈ Ω.

á) Ïóñòü λ ∈ L0 è λ(ω) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ (aij(ω))ni,j=1 äëÿ ï. â.

ω. Òîãäà det(T − λI, L0)(ω) = 0 äëÿ ï. â. ω ∈ Ω, ò. å. µ(Ω \A(T − λI)) = 0.

Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå A ∈ Σ ñ µ(A) > 0, ÷òî (T − λI)(ω)χA(ω) � îáðàòèì
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äëÿ ï. â. ω ∈ A, ò. å. (T − λI) � χA-îáðàòèì, òî A ⊂ (Ω \ A(T − λI)), è

ïîòîìó µ(A) = 0, ÷òî íå òàê. Ñëåäîâàòåëüíî, λ ∈ σ(T, L0).

2

Òåîðåìà 3.4 à) Åñëè µ(A(T )) = 0, òî T � îáðàòèì;

á) åñëè T 6= 0 è µ(A(T )) > 0, òî ñóùåñòâóåò òàêîå x ∈ L0(Ω, H), ÷òî

(Tx)(ω) = 0 è ‖x‖(ω) > 1 äëÿ âñåõ ω ∈ A(T ).

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïóñòü µ(A(T )) = 0, ò. å. ∆(ω) = det(T, L0)(ω) 6= 0

ï. â. íà Ω. Òîãäà, èç óòâåðæäåíèÿ 3.1 ñëåäóåò, ÷òî T � îáðàòèì.

á) Äëÿ ëþáûõ ω ∈ Ω ìàòðèöà T (ω) ñòàíîâèòñÿ ÷èñëîâîé ìàòðèöåé è

ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î åå ðàíãå r(ω) = rankT (ω), ò. å. r(ω) åñòü ìàê-

ñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê T (ω). ßñíî, ÷òî 1 6
r(ω) 6 n äëÿ ëþáûõ ω ∈ Ω.

Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ {Xi}n−1
i=1 , ãäå Xi = {ω ∈ Ω : r(ω) =

i}. Î÷åâèäíî, ÷òî Xi

⋂
Xj = ∅, i 6= j è

n−1⋃
i=1

Xi = A(T ). Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ,

÷òî Xi = ∅ äëÿ íåêîòîðûõ i. Ïîñêîëüêó T 6= 0, òî X1 6= ∅.

Ôèêñèðóåì k ∈ {1, . . . , n − 1} è ðàññìîòðèì íåïóñòîå ìíîæåñòâî Xk è

ìàòðèöó

T (i1, . . . , ik, j1, . . . , jk)(ω) =


ai1j1(ω) . . . ai1jk(ω)

. . . . . . . . . . . . . . .

aikj1(ω) . . . aikjk(ω)


Äëÿ êàæäîãî ω ∈ Xk ñóùåñòâóþò èíäåêñû i1, . . . , ik, j1, . . . , jk òàêèå, ÷òî

rankT (i1, . . . , ik, j1, . . . , jk)(ω) = k. Ñóùåñòâóåò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà

p(k) ñïîñîáîâ âûáèðàòü k ñòðîê èç n ñòðîê è k ñòîëáöîâ èç n ñòîëáöîâ.
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Äëÿ êàæäîãî l = 1, p(k) ÷åðåç Il =
(
i
(l)
1 , . . . , i

(l)
k , j

(l)
1 , . . . , j

(l)
k

)
îáîçíà÷èì

ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð èç k ñòðîê è k ñòîëáöîâ.

Ïîëîæèì Y
(k)
l = {ω ∈ Ω : rankT (Il) = k}. Âîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà

Y
(k)
l = ∅ äëÿ íåêîòîðûõ l. Òàê êàê Y (k)

l = {ω ∈ Ω : det(T (Il), L0)(ω) 6= 0},

à det(T (Il), L0)(ω) èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, òî Y (k)
l ∈ Σ äëÿ ëþáûõ l = 1, p(k).

Ïóñòü Y (k)
l 6= ∅ è {ej(l, k) : j 6∈ {j(l)

1 , . . . , j
(l)
k }} ⊂ L0(Ω),

∑
j 6=j(l)

t

t=1,k

|ej|2(ω) ≡ 1.

Äëÿ ω ∈ Y
(k)
l è s ∈ {1, . . . , k} ðàññìîòðèì ìàòðèöó T (s)(i1, . . . , ik, j1,

. . . , jk) (ω), êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû T (Il) çàìåíîé s-ãî ñòîëáöà íà

ñòîëáåö −∑
j 6=j(l)

t

t=1,k

ai1j(ω)ej(l, k)(ω), . . . ,−
∑
j 6=j(l)

t

t=1,k

aikj(ω)ej(l, k)(ω)


>

.

Òàê êàê ω ∈ Y (k)
l , òî äëÿ êàæäîãî s = 1, k îïðåäåëåíî ÷èñëî

ejs(l, k)(ω) =
detT (s)(Il)(ω)
detT (Il)(ω)

,

ïðè ýòîì ôóíêöèÿ ejs(l, k)(ω) èçìåðèìà íà Y (k)
l .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ Y (k)
l ñóùåñòâóåò íàáîð {ei(l, k)}, i = 1, n èçìåðèìûõ

íà Y (k)
l ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ

n∑
i=1
|ei(l, k)|2(ω) > 1 äëÿ âñåõ ω ∈ Y (k)

l è

(aij(ω))ni,j=1 (e1(l, k), . . . , en(l, k))> = 0

äëÿ ï. â. ω ∈ Y (k)
l .

Ðàñìîòðèì ñåìåéñòâî èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ
{
Y

(k)
l

}p(k)

l=1
. ßñíî, ÷òî

p(k)⋃
l=1

Y
(k)
l =

Xk, â ÷àñòíîñòè, Xk ∈ Σ. Ïóñòü Z(k)
1 = Y

(k)
1 , Z(k)

2 = Y
(k)

2 \ Y (k)
1 , . . . , Z

(k)
p(k) =



61

Y
(k)
p(k) \

p(k)−1⋃
l=1

Y
(k)
l . Òîãäà Z(k)

i

⋂
Z

(k)
j = ∅ ïðè i 6= j, Z(k)

l ∈ Σ ∀l = 1, p(k) è
p(k)⋃
l=1

Z
(k)
l = Xk.

Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî k ∈ {1, . . . , n − 1} íà Xk ðàññìîòðèì èç-

ìåðèìûå ôóíêöèè

f
(k)
i (ω) = ei(l, k)(ω), åñëè ω ∈ Z(k)

l , l = 1, p(k), i = 1, n.

Äëÿ êàæäîãî ω ∈ Xk èìååì, ÷òî ω ∈ Z
(k)
l ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì l ∈

{1, . . . , p(k)}, è ïîòîìó

(aij(ω))ni,j=1 · (
{
f

(k)
i (ω)

}n
i=1

)> = 0 è
n∑
i=1

∣∣∣f (k)
i (ω)

∣∣∣2 > 1.

Òàê êàê Xi

⋂
Xj = ∅ ïðè i 6= j è

n−1⋃
k=1

Xk = A(T ), òî îïðåäåëåíû èçìåðè-

ìûå ôóíêöèè íà A(T ) ïî ïðàâèëó

gi(ω) = f
(k)
i (ω), åñëè ω ∈ Xk, k = 1, n− 1, i = 1, n.

Ïðè ýòîì

(aij(ω))ni,j=1 · ({gi(ω)}ni=1)
> = 0 è

n∑
i=1

|gi(ω)|2 > 1

äëÿ âñåõ ω ∈ A(T ). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî gi(ω) = 0 äëÿ ω 6∈ A(T ). Òîãäà

gi ∈ L(Ω),
n∑
i=1
|gi(ω)|2 > 1 äëÿ âñåõ ω ∈ Ω.

Ïîëîæèì

x =
n∑
i=1

gi(ω)ei(ω),

ãäå ei(ω) ≡ ξi, {ξi} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H. Òîãäà x ∈ L0(Ω, H),

‖x‖(ω) > 1 è (Tx)(ω) = 0 ∀ω ∈ A(T ).
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2

Òåîðåìà 3.5 Ïóñòü T ∈Mn(L0). Òîãäà

à) σ(T, L0) 6= ∅;

á) λ ∈ σ(T, L0) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà λ ∈ L0 è λ �

ñîáñòâåííûé ýëåìåíò äëÿ T .

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïóñòü T ∈ Mn(L0), λ ∈ L0(Ω). Èç óòâåðæäåíèÿ

3.1 ñëåäóåò, ÷òî (T − λI) îáðàòèì â Mn(L0) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

det(T − λI, L0)(ω) 6= 0 äëÿ ï. â. ω ∈ Ω.

Åñëè T = (aij)ni,j=1, òî

(T − λI)(ω) =


a11(ω)− λ(ω) . . . a1n(ω)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1(ω) . . . ann(ω)− λ(ω)


è ïîýòîìó det(T−λI, L0)(ω) = (−1)nλn(ω)+c1(ω)λn−1(ω)+. . .+cn−1(ω)λ(ω)+

cn(ω) ãäå ci(ω) ∈ L0, i = 1, n.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (−1)nλn(ω) + c1(ω)λn−1(ω) + . . .+ cn−1(ω)λ(ω) +

cn(ω) = 0, ω ∈ Ω. Èç [8] ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå λ0 ∈ L0 ýòîãî

óðàâíåíèÿ, ò. å. {ω : det(T − λ0I, L
0)(ω) = 0} = Ω ïî÷òè âñþäó. Ñëåäîâà-

òåëüíî, äëÿ ï. â. ω ∈ Ω íå ñóùåñòâóåò îáðàòíîé ìàòðèöû [(T − λ0I)(ω)]−1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî λ0 ∈ σ(T, L0), ò. å. σ(T, L0) 6= ∅.

á) Ïóñòü λ ∈ σ(T, L0), ò. å. (T −λI)e íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì äëÿ ëþáîãî

0 6= e ∈ B(Ω).

Èç óòâåðæäåíèÿ 3.3 à) ñëåäóåò, ÷òî T (ω) − λ(ω)I(ω) íåîáðàòèì äëÿ ï.

â. ω ∈ Ω, ò. å. µ(A(T − λI)) = µ(Ω). Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.4 á), ñóùåñòâóåò
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òàêîå x ∈ L0(Ω, H), ÷òî s(x) = 1 è (T − λI)(x) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, λ �

ñîáñòâåííûé ýëåìåíò äëÿ T .

Îáðàòíî, ïóñòü λ ∈ L0 è λ � ñîáñòâåííûé ýëåìåíò äëÿ T , òî åñòü ñó-

ùåñòâóåò òàêîå x ∈ L0(Ω, H), ÷òî Tx = λx è s(x) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

Ker (T − λI)e = {z ∈ eL0(Ω, H) : Tz − λz = 0} 3 ex 6= 0 äëÿ âñåõ

0 6= e ∈ B(Ω). Ïîýòîìó (T − λI)e � íå èíúåêöèÿ, äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ

e ∈ B(Ω), ò. å. λ ∈ σ(T, L0).

2

Óòâåðæäåíèå 3.6 Ïóñòü Y � L0-ïîäìîäóëü â ÌÊÃ X íàä L0. Åñëè ñó-

ùåñòâóåò êîíå÷íîå ðàçáèåíèå åäèíèöû {ei}mi=1 â B(Ω) òàêîå, ÷òî eiY �

ÌÊÃ íàä L0
ei
, òî Y � ÌÊÃ íàä L0, â ÷àñòíîñòè s(Y ) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {yα}α∈A ⊂ Y è {yα} � (bo)-ôóíäàìåíòàëüíàÿ

ñåòü. Äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . ,m} ñåòü {eiyα} � (bo)-ôóíäàìåíòàëüíà â eiY ,

è ïîòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå yi ∈ eiY , ÷òî {eiyα} (bo)-ñõîäèòñÿ ê yi. Ïîëîæèì

y =
m∑
i=1

yi. Òàê êàê Y � L0-ïîäìîäóëü è yi ∈ eiY ⊂ Y , òî y ∈ Y . Ïðè ýòîì,

bo-lim yα = bo-lim
(

m∑
i=1

ei

)
yα =

m∑
i=1

bo-lim eiyα =
n∑
i=1

yi = y

Ñëåäîâàòåëüíî, Y � (bo)-ïîëíûé L0-ïîäìîäóëü â X. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî

s(Y ) = 1.

Ïîñêîëüêó eiY � ÌÊÃ íàä L0
ei
, òî s(eiY ) = ei äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m.

Èç óòâåðæäåíèÿ 1.8 ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå yi ∈ Y , ÷òî s(eiyi) = ei.

Ïîëîæèì y =
m∑
i=1

eiyi. Òîãäà s(y) > eis(y) = s(eiy) = s(eiyi) = ei äëÿ âñåõ

i = 1, . . . ,m, è ïîòîìó s(y) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, s(Y ) = 1.
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2

ÌÊÃ íàä L0 áóäåì íàçûâàòü êîíå÷íîìåðíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå êî-

íå÷íîå ðàçáèåíèå åäèíèöû {ei}mi=1 â B(Ω), ÷òî eiX � ni-îäíîðîäíûé ÌÊÃ

íàä L0
ei
, ni ∈ N, i = 1,m, n1 < n2 < . . . < nm.

Óòâåðæäåíèå 3.7 Äëÿ ÌÊÃ X íàä L0 ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíò-

íû:

à) X � êîíå÷íîìåðåí;

á) X � êîíå÷íîïîðîæäåí, ò. å. ñóùåñòâóåò òàêîé êîíå÷íûé íàáîð {xi}ki=1

ýëåìåíòîâ èç X, ÷òî X = Lin({xi}ki=1, L
0);

â) ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî e ∈

B(Ω) ëþáàÿ L0
e-ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà èç eX ñîäåðæèò íå

áîëåå ÷åì n ýëåìåíòîâ;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî èç à) ñëåäóåò á). ïóñòü {ei}mi=1 � òàêîå

ðàçáèåíèå åäèíèöû, ÷òî eiX � ni-îäíîðîäíûé ÌÊÃ íàä L0
ei
, n1 < n2 < . . . <

nm. Ïóñòü {g(i)
j }

ni
j=1 � áàçèñ â eiX. Ïîëîæèì

x1 =
m∑
i=1

g
(i)
1 , . . . , xn1 =

m∑
i=1

g(i)
n1
,

xn1+1 =
m∑
i=2

g
(i)
n1+1, . . . , xn2 =

m∑
i=2

g(i)
n2
, xn2+1 =

m∑
i=3

g
(i)
n2+1, . . . ,

xnm−1 =
m∑

i=m−1

g(i)
nm−1

, xnm−1+1 =
m∑

i=m−1

g
(i)
nm−1+1, . . . , xnm = g(i)

nm
.

Ïîêàæåì, ÷òî X = Lin({xi}nmi=1, L
0).
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Åñëè y ∈ X, òî y =
m∑
i=1

eiy, ãäå eiy ∈ eiX. Ïîñêîëüêó {g(i)
j }

ni
j=1 � áàçèñ â

eiX, òî eiy =
ni∑
j=1

α
(i)
j g

(i)
j , ãäå α(i)

j ∈ L0
ei
. Ñëåäîâàòåëüíî, y =

n∑
i=1

ni∑
j=1

α
(i)
j g

(i)
j ∈

Lin({xi}nmi=1, L
0).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÌÊÃ X � êîíå÷íîïîðîæäåí.

Äîêàæåì, òåïåðü, ÷òî èç á) ñëåäóåò â). Ïóñòü X = Lin({xi}ki=1, L
0), 0 6=

e ∈ B(Ω) è {yj}lj=1 � L0
e-ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà â eX. Ñîãëàñíî

ëåììå 1.33 èìååì, ÷òî l 6 n.

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïóíêòà â). Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ïóíêòà à).

Â ñèëó òåîðåìû 1.37 ñóùåñòâóåò òàêîå ñ÷åòíîå ðàçáèåíèå åäèíèöû {ei}∞i=1,

÷òî eiX � ñòðîãî γi-îäíîðîäíûé ÌÊÃ íàä L0
ei
äëÿ âñåõ i ∈ N.

Åñëè γi > n, òî â eiX èìååòñÿ áàçèñ, ñîñîòÿùèé èç L0
ei
-ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìûõ ýëåìåíòîâ (ñì. óòâåðæäåíèå 1.26) è ÷èñëî ýòèõ ýëåìåíòîâ áîëüøå n,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ â). Òàêèì îáðàçîì, γi 6 n äëÿ âñåõ i ∈ N. Äëÿ

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k 6 n ïîëîæèì gk = sup{ei : γi = k}. Åñëè ìíîæåñòâî

{ei : γi = k} = ∅, òî òàêèå ÷èñëà k íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

Ïîëó÷èì íàáîð èäåìïîòåíòîâ {gkp}mp=1, ãäå k1 < k2 < . . . < km 6 n,

gkp · gks = 0 ïðè p 6= s è sup
16p6m

gkp = 1. ßñíî, ÷òî ÌÊÃ gkpX íàä L0
gkp

ÿâëÿåòñÿ kp-îäíîðîäíûì, ïîñêîëüêó â íåì åñòü áàçèñ, ñîñîòîÿùèé èç kp
ýëåìåíòîâ (ñì. çàìå÷àíèå 1.36). Ñëåäîâàòåëüíî, ÌÊÃ X � êîíå÷íîìåðåí.

2

Ñëåäñòâèå 3.8 Âñÿêèé çàìêíóòûé L0-ïîäìîäóëü â êîíå÷íîìåðíîì ÌÊÃ

X ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê L0-ïîäìîäóëü Y � çàìêíóò, òî Y � ÌÊÃ íàä

L0. ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå 3.7 ê ìîäóëþ Y ïîëó÷èì ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî

n ∈ N, ÷òî äëÿ ëþáîãî 0 6= e ∈ B(Ω) êàæäàÿ L0
e-ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ïîä-

ñèñòåìà èç eY èìååò íå áîëåå n ýëåìåíòîâ. Îïÿòü èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå

3.7 äëÿ Y , ïîëó÷èì, ÷òî Y � êîíå÷íîìåðíûé ìîäóëü.

2

Òåîðåìà 3.9 Ïóñòü X � êîíå÷íîìåðíûé ÌÊÃ íàä L0, T ∈ B(X). Òîãäà

σ(T, L0) 6= ∅ è ëþáîå λ èç σ(T, L0) åñòü ñîáñòâåííûé ýëåìåíò äëÿ T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ðàçáèåíèå åäèíèöû {ei}mi=1, äëÿ êîòîðîãî eiX

� ni-îäíîðîäíûé ÌÊÃ íàä L0
ei
, ni ∈ N, i = 1,m, n1 < n2 < . . . < nm. Äëÿ

êàæäîãî y ∈ eiX ïîëîæèì Tei(y) = T (y). Òàê êàê eiy = y, òî T (y) =

T (eiy) = eiT (y) ∈ eiX. ßñíî, ÷òî Tei ∈ B(eiX). Èç òåîðåìû 3.5 ñëåäóåò,

÷òî ñóùåñòâóåò λi ∈ σ(Tei, L
0
ei

), ïðè ýòîì, λiyi = Tei(yi) äëÿ íåêîòîðãî

yi ∈ eiX ñ s(yi) = ei. Ïîëîæèì λ =
m∑
i=1

λi è y =
m∑
i=1

yi. ßñíî, ÷òî eiy = yi è

s(y) =
m∑
i=1

eis(y) =
m∑
i=1

ei = 1. Ïðè ýòîì,

λy =
m∑
i=1

λiyi =
m∑
i=1

Tei(yi) =
m∑
i=1

eiT (yi) = Ty,

ò. å. λ � ñîáñòâåííûé ýëåìåíò äëÿ T , è ïîòîìó σ(T, L0) 6= ∅.

Ïóñòü µ ∈ σ(T, L0) 6= ∅. Òîãäà µei ∈ σ(Tei, L
0
ei

) è, â ñèëó òåîðåìû 3.5,

λi = µei � ñîáñòâåííûé ýëåìåíò äëÿ Tei. Èç äîêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî

µ =
m∑
i=1

λi åñòü ñîáñòâåííûé ýëåìåíò äëÿ T .

2
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Çàìå÷àíèå 3.10 Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.9 âûòåêàåò, ÷òî â óñëî-

âèÿõ ýòîé æå òåîðåìû âñÿêèé ñîáñòâåííûé ýëåìåíò λ ∈ σ(T, L0) èìååò

âèä

λ =
m∑
i=1

λi,

ãäå λi ∈ σ(Tei, L
0
ei

) åñòü ñîáñòâåííûé ýëåìåíò äëÿ Tei, i = 1, . . . ,m.

ÌÊÃ X íàä L0 áóäåì íàçûâàòü σ-êîíå÷íîìåðíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå

ñ÷åòíîå ðàçáèåííèå åäèíèöû {ei}∞i=1 â B(Ω), ÷òî eiX � ni-îäíîðîäíûé ÌÊÃ

íàä L0
ei
, ni ∈ N, i = 1, 2, . . . , n1 < n2 < . . . < nk < . . . .

Óòâåðæäåíèå 3.11 Ïóñòü X � ÌÊÃ íàä L0 è äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî

g ∈ B(Ω) ñóùåñòâóþò òàêèå 0 6= e ∈ B(Ω), e 6 g, n ∈ N, ÷òî eX

� n-îäíîðîäíûé ÌÊÃ íàä L0
e. Òîãäà ÌÊÃ X � ëèáî êîíå÷íîìåðåí, ëèáî

σ-êîíå÷íîìåðåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü J � ïîäìíîæåñòâî âñåõ òåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

n, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òàêîå 0 6= e ∈ B(Ω), ÷òî eX � n-îäíîðîäíûé

ÌÊÃ íàä L0
e. Ìíîæåñòâî J � êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî J

ñ÷åòíî, ò. å. J = {nk}k∈N, n1 < n2 < . . . < nk < . . . .

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâîBk = {e ∈ B(Ω) : eX � nk -îäíîðîäíûé ÌÊÃ íàä

L0
e}, ïîëîæèì fk = supBk. Ïîêàæåì, ÷òî fkX � òàêæå nk-îäíîðîäíûé ÌÊÃ

íàä L0
fk
. Òàê êàê áóëåâà àëãåáðà B(Ω) èìååò ñ÷åòíûé òèï, òî ñóùåñòâóåò

íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûé íàáîð {en} ⊂ Bk, äëÿ êîòîðãî fk = sup
n
en. Ïóñòü

g1 = e1, g2 = e2 · (1− e1), . . . , gn = en · (1− e1) · . . . · (1− en−1), . . . . ßñíî,

÷òî gi · gj = 0 ïðè i 6= j è sup
i
gi = sup

n
en = fk. Îñòàâèâ ñðåäè èäåìïîòåíòîâ
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gi òîëüêî òå, êîòîðûå íå ðàâíû íóëþ, ïîëó÷èì íàáîð {gis}. Òàê êàê eisX

� ñòðîãî nk-îäíîðîäíûé ÌÊÃ íàä L0
eis

(ñì. óòâåðæäåíèå 1.32), òî gisX �

òàêæå nk-îäíîðîäíûé ÌÊÃ íàä L0
gis
. Òàê êàê gis · gip = 0 ïðè is 6= ip è

sup
s
gis = fk, òî fkX � òàêæå nk-îäíîðîäíûé ÌÊÃ íàä L0

fk
(ñì. çàìå÷àíèå

??).
Åñëè f = fk · fm 6= 0 ïðè k 6= m, òî ÌÊÃ fX ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî nk-

îäíîðîäíûì è nm-îäíîðîäíûì, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, fk ·fm = 0

ïðè k 6= m.

Ïîêàæåì, ÷òî sup
k>1

fk = 1. Åñëè r = sup
k>1

fk 6= 1, òî ïî óñëîâèþ óòâåðæäå-

íèÿ 3.11 íàéäåòñÿ òàêîå e ∈ Bk äëÿ íåêîòîðîãî k, ÷òî e 6 1 − r 6 1 − fk.

Ñëåäîâàòåëüíî, e 6 fk(1− fk) = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âêëþ÷åíèþ e ∈ Bk.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì ðàçáèåíèå åäèíèöû {fk}∞k=1, äëÿ êîòîðîãî fkX

åñòü nk-îäíîðîäíûé ÌÊÃ íàä L0
fk
, ò. å. ÌÊÃ � σ-êîíå÷íîìåðåí. Â ñëó÷àå

êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà J äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîå.

2

Òåîðåìà 3.12 Ïóñòü X � σ-êîíå÷íîìåðíûé ÌÊÃ íàä L0, T ∈ B(X). Òîãäà

σ(T, L0) 6= ∅ è êàæäîå λ èç σ(T, L0) åñòü ñîáñòâåííûé ýëåìåíò äëÿ T.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {ei}∞i=1 � ðàçáèåíèå åäèíèöû â B(Ω) òàêîå, ÷òî

eiX � ni-îäíîðîäíûé ÌÊÃ íàä L0
ei
, ni ∈ N, i = 1, 2, . . . , n1 < n2 < . . . <

nk < . . . . Äëÿ âñÿêîãî y ∈ eiX ïîëîæèì Tei(y) = T (y). Î÷åâèäíî, Tei ∈

B(eiX). Èç òåîðåìû 3.5 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå λi ∈ σ(Tei, L
0
ei

), ïðè ýòîì,

λiyi = Tei(yi) äëÿ íåêîòîðîãî yi ∈ eiX ñ s(yi) = ei.

Ïîñêîëüêó λi ∈ L0
ei

è ei · ej = 0 ïðè i 6= j è sup
i>1

ei = 1, òî ñóùåñòâóåò
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åäèíñòâåííîå λ ∈ L0, äëÿ êîòîðîãî λei = λiei = λi ïðè âñåõ i = 1, 2, . . . .

Áîëåå òîãî, λ = o-
∞∑
i=1

λi.

Ïîëîæèì zn =
n∑
i=1

yi. Ïðè n > m èìååì, ÷òî ‖zn − zm‖ =
∥∥∥∥ n∑
i=m+1

yi

∥∥∥∥ 6
n∑

i=m+1
‖yi‖. Òàê êàê ‖yi‖ ∈ L0

ei
, òî íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå α ∈ L0, äëÿ êîòîð-

ãî αei = ‖yi‖, i = 1, 2, . . . . Ïîýòîìó ‖zn − zm‖ 6
n∑

i=m+1
αei = α

n∑
i=m+1

ei. Ïî-

ñêîëüêó
n∑

i=m+1
ei = sup

m+16i6n
ei 6

(
sup
i>m+1

ei

)
↓ 0 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæ-

äåíèÿ 1.5), òî
n∑

i=m+1
ei

(o)−→ 0 ïðè n,m→∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ‖zk− zm‖
(o)−→ 0

ïðè n,m→∞, è ïîòîìó ñóùåñòâóåò òàêîé y ∈ X, ÷òî
∥∥∥∥y − n∑

i=1
yi

∥∥∥∥ (o)−→ 0, ò.

å. y = bo-
∞∑
i=1

yi.

Ïîñêîëüêó λi · λj = 0 ïðè i 6= j, òî

λy = bo-lim
(

n∑
i=1

λi

)(
n∑
i=1

yi

)
= bo-lim

n∑
i=1

λiyi =

= bo-lim
n∑
i=1

Tei(yi) = bo-limT

(
n∑
i=1

yi

)
= T (y).

Ñëåäîâàòåëüíî, λ ∈ σ(T, L0), ò. å. σ(T, L0) 6= ∅.

Ïîêàæåì, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò µ èç σ(T, L0) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ýëå-

ìåíòîì äëÿ T . Ïîñêîëüêó îïåðàòîð (Te − µeI) íå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé äëÿ

ëþáîãî íåíóëåâîãî e ∈ B(Ω), òî µei ∈ σ(Tei, L
0
ei

). Èç òåîðåìû 3.9 ñëåäóåò,

÷òî µei åñòü ñîáñòâåííûé ýëåìåíò äëÿ Tei ïðè âñåõ i = 1, 2, . . . . Ïîýòî-

ìó, íàéäóòñÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðà ui ∈ eiX äëÿ Tei, îòâå÷àþùèå ñîáñò-

âåííûì ýëåìåíòàì µei, ò. å. T (ui) = Tei(ui) = µiui, s(ui) = ei äëÿ âñåõ

i = 1, 2, . . . . Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç íà÷àëà äîêàçàòåëüñòâà, ïîñòðî-
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èì u = bo-
∞∑
i=1

ui èç X, äëÿ êîòîðîãî µu = T (u). Ïîñêîëüêó eiu = ui,

òî eis(u) = s(eiu) = s(ui) = ei äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . . Ñëåäîâàòåëüíî,

s(u) =
( ∞∑
i=1

ei

)
s(u) =

∞∑
i=1

eis(u) = 1. Òàêèì îáðàçîì, u åñòü ñîáñòâåííûé

âåêòîð äëÿ µ, ò. å. µ � ñîáñòâåííûé ýëåìåíò äëÿ T .

2
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4 Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðåìà äëÿ ëèíåéíûõ L0-îãðàíè÷åííûõ
ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ â σ-êîíå÷íîìåðíûõ ÌÊÃ

Èçâåñòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ òåîðåìà äëÿ ñàìîñîïðÿæåííûõ îãðàíè÷åííûõ

ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ãëàñèò, ÷òî â ñëó÷àå n-ìåðíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñò-

ðàíñòâà H âñÿêèé îïåðàòîð T = T ∗ ∈ B(H) èìååò âèä T =
n∑
i=1

λipi, ãäå

λi � ñîáñòâåííûå ÷èñëà äëÿ T , à {pi}ni=1 � ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûå îäíî-

ìåðíûå ïðîåêòîðû â H. Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå óñòàíàâëèâàåòñÿ âàðèàíò

ýòîé òåîðåìû äëÿ ëèíåéíûõ L0-îãðàíè÷åííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòî-

ðîâ, äåéñòâóþùèõ â êîíå÷íîìåðíûõ è σ-êîíå÷íîìåðíûõ ÌÊÃ íàä L0.

Ïóñòü X � ÌÊÃ íàä L0, B(X) � áàíàõîâ L0-ìîäóëü âñåõ ëèíåéíûõ L0-

îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ èç X â X, T ∈ B(X). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîïðÿ-

æåííîãî îïåðàòîðà T ∗ íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû Ðèññà.

Òåîðåìà 4.1 Ïóñòü ϕ : X → L0 � ëèíåéíûé L0-îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò y ∈ X òàêîé, ÷òî ϕ(x) = 〈x|y〉

äëÿ âñåõ x ∈ X. Ïðè ýòîì ‖ϕ‖B(X,L0) = ‖y‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì X0 = Kerϕ = {x ∈ X : ϕ(x) = 0}. Ïóñòü

x, y ∈ X0, α, β ∈ L0. Èìååì ϕ(αx+βy) = α ·ϕ(x)+β ·ϕ(y) = α ·0+β ·0 = 0,

ò. å. X � L0-ïîäìîäóëü â X.

Ïóñòü {xα}α∈A ⊂ X0 è x = bo-limxα, ãäå x ∈ X. Òîãäà ϕ(x) = bo-limϕ(xα) =

0, ò. å. x ∈ X0. Ñëåäîâàòåëüíî, X0 � çàìêíóòûé L0-ïîäìîäóëü â X è ïîòîìó

X0 ÿâëÿåòñÿ ïîäìîäóëåì Êàïëàíñêîãî-Ãèëüáåðòà â X.

Èç òåîðåìû 1.38 ñëåäóåò, ÷òî X = X0 ⊕ X⊥0 , ïðè ýòîì X⊥0 � ïîäìîäóëü

Êàïëàíñêîãî Ãèëüáåðòà â X. Ïîëîæèì e = 1−s(X⊥0 ). Äëÿ êàæäîãî x ∈ X,
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y ∈ X⊥0 èìååì, 〈ex|y〉 = 〈x|ey〉 = 0, ò. å. ex ∈ X⊥⊥0 = X0 (ñì. óòâåðæäåíèå

1.39). Ñëåäîâàòåëüíî, eX ⊂ X0. Ïîýòîìó ϕ(x) = ϕ(ex+(1−e)x) = ϕ(ex)+

(1− e)ϕ(x) = s(X⊥0 )ϕ(x) äëÿ âñåõ x ∈ X.

Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 1.8, âûáåðåì x0 ∈ X⊥0 òàê, ÷òîáû s(x0) = s(X⊥0 ).

Ïîëîæèì y0 = (‖x0‖)−1
s x0. ßñíî, ÷òî y0 ∈ X⊥0 è ‖y0‖X = s(‖x0‖) = s(x0) =

s(X⊥0 ), â ÷àñòíîñòè, 〈y0|y0〉 = s(X⊥0 ).

Ïóñòü x ∈ X è ðàññìîòðèì ýëåìåíò ϕ(x)y0 − ϕ(y0)x. Èìååì ϕ(ϕ(x)y0 −

ϕ(y0)x) = ϕ(x)ϕ(y0) − ϕ(y0)ϕ(x) = 0, ò. å. ϕ(x)y0 − ϕ(y0)x ∈ X0, è ïî-

òîìó 〈ϕ(x)y0 − ϕ(y0)x|y0〉 = 0, èëè ϕ(x) = ϕ(x)s(X⊥0 ) = ϕ(x)〈y0|y0〉 =

ϕ(y0)〈x|y0〉. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(x) = 〈x|y〉, ãäå y = ϕ(y0)y0. Åñëè z � äðóãîé

ýëåìåíò èç X, äëÿ êîòîðîãî ϕ(x) = 〈x|z〉 ïðè âñåõ x ∈ X, òî 〈x|y − z〉 =

〈x|y〉 − 〈x|z〉 = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ X. â ÷àñòíîñòè, ïðè x = y− z èìååì, ÷òî

‖y − z‖2 = 0, ò. å. y = z.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ||ϕ||B(X,L0) = ||y||. Ïîñêîëüêó

||ϕ||B(X,L0) = sup
||x||X61

|ϕ(x)| è |ϕ(x)| = |〈x|y〉| 6 ||x|| · ||y||,

òî ‖ϕ‖B(X,L0) 6 ‖y‖. Ïîëîæèì z = y(‖y‖)−1
s . ßñíî, ÷òî ‖z‖ = s(‖y‖) =

s(y) 6 1. Ïîýòîìó ||ϕ||B(X,L0) > |ϕ(z)| = |〈z|y〉| = |〈(||y||)−1
s y|y〉| = (||y||)−1

s ·

‖y‖2 = ‖y‖. Ñëåäîâàòåëüíî, ||ϕ||B(X,L0) = ||y||.

2

Ïóñòü T ∈ B(X), y ∈ X, ϕy(x) = 〈Tx|y〉. ßñíî, ϕy � L0-ëèíåéíûé îïåðà-

òîð èç X â L0, ïðè÷åì |ϕy(x)| 6 (||T || · ||y||) · ||x||, ò. å. ϕy � L0-îãðàíè÷åí è

‖ϕy‖B(X,L0) 6 ‖T‖·‖y‖. Â ñèëó òåîðåìû 4.1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå y∗ ∈ X
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òàêîå, ÷òî 〈Tx|y〉 = ϕy = 〈x|y∗〉. Ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå T ∗(y) = y∗, íà-

çûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì ê îïåðàòîðó T .

Óòâåðæäåíèå 4.2 Åñëè T ∈ B(X), òî T ∗ ∈ B(X) è ‖T ∗‖ = ‖T‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α, β ∈ L0, x, y ∈ X. Èìååì, ÷òî 〈x|T ∗(αy +

βz)〉 = 〈Tx|αy〉+〈Tx|βz〉 = α〈Tx|y〉+β〈Tx|z〉 = α〈x|T ∗(y)〉+β〈x|T ∗(z)〉 =

〈x|αT ∗(y) + βT ∗(z)〉 äëÿ âñåõ x ∈ X. Ïîýòîìó T ∗(αy + βz) = αT ∗(y) +

βT ∗(z), ò. å. T ∗ � L0-ëèíåéíûé îïåðàòîð.

Åñëè T = 0, òî, î÷åâèäíî, T ∗ = 0 è ‖T‖ = ‖T ∗‖ = 0 . Ïóñòü T 6= 0.

Èç òåîðåìû 4.1 ñëåäóåò, ÷òî ‖T ∗y‖ = ‖y∗‖ = ‖ϕy‖ 6 ‖T‖ · ‖y‖, è ïîòîìó

‖T ∗‖ 6 ‖T‖. Â ÷àñòíîñòè, T ∗ ∈ B(X).

Äàëåå, 〈x|(T ∗)∗y〉 = 〈T ∗x|y〉 = 〈y|T ∗x〉 = 〈Ty|x〉 = 〈x|Ty〉 äëÿ âñåõ

x ∈ X. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (T ∗)∗ = T . Ïîýòîìó ‖T‖ = ‖(T ∗)∗‖ 6 ‖T ∗‖.
Ñëåäîâàòåëüíî, ‖T ∗‖ = ‖T‖.

2

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî T ∈ B(X) ñóùåñòâóåò ñîïðÿæåííûé îïå-

ðàòîð T ∗ ∈ B(X), äëÿ êîòîðîãî 〈Tx|y〉 = 〈x|T ∗y〉 äëÿ âñåõ x, y ∈ X, ïðè

ýòîì ||T || = ||T ∗||.

Òàêæå, êàê è â ñëó÷àå ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî (T +

S)∗ = T ∗ + S∗, (αT )∗ = αT ∗, (TS)∗ = S∗T ∗, ãäå α ∈ L0. Êðîìå òîãî, âûøå

áûëî ïîêàçàíî, ÷òî (T ∗)∗ = T . Ñëåäîâàòåëüíî, îòíîñèòåëüíî ââåäåííîé

îïåðàöèè T 7→ T ∗ ìíîæåñòâî B(X) ÿâëÿåòñÿ ∗-àëãåáðîé íàä L0.

Îïåðàòîð T ∈ B(X) íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, åñëè T = T ∗. ×åðåç

Bh(X) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ èç
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B(X).

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ.

Óòâåðæäåíèå 4.3 Ïóñòü T ∈ Bh(X). Òîãäà

à) åñëè λ � ñîáñòâåííûé ýëåìåíò äëÿ T, òî λ = λ;

á) åñëè λ, µ � ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû äëÿ T , s(|λ− µ|) 6= 0, x, y � ñîáñò-

âåííûå âåêòîðà äëÿ λ, µ, ñîîòâåòñòâåííî, òî s(|λ− µ|)〈x|y〉 = 0;

â) åñëè E � L0-ïîäìîäóëü â X, èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî T , ò. å.

T (E) ⊂ E, òî T (E⊥) ⊂ E⊥.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïóñòü λ � ñîáñòâåííûé ýëåìåíò äëÿ T . Òîãäà ñó-

ùåñòâóåò òàêîå x ∈ X ñ s(x) = 1, ÷òî Tx = λx. Òàê êàê T = T ∗, òî

〈Tx|x〉 = 〈x|Tx〉, ò. å. 〈λx|x〉 = 〈x|λx〉. Âûíîñÿ λ çà ñêîáêè, ïîëó÷èì, ÷òî

λ〈x|x〉 = λ〈x|x〉, à òàê êàê s(〈x|x〉) = 1, òî λ = λ. Ñëåäîâàòåëüíî, λ ∈ L0
h.

á) Èìååì Tx = λx, Ty = µy. Èç ðàâåíñòâà 〈Tx|y〉 = 〈x|Ty〉 ñëåäóåò,

÷òî 〈λx|y〉 = 〈x|µy〉, ãäå λ = λ, µ = µ. Òàêèì îáðàçîì, (λ − µ)〈x|y〉 = 0.

Ïîýòîìó 0 = s((λ − µ)〈x|y〉) = s(λ − µ)s(〈x|y〉) = s(|λ − µ|)s(〈x|y〉), ò. å.

s(|λ− µ|)〈x|y〉 = 0.

â) Åñëè y ∈ E⊥, òî 〈x|y〉 = 0 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ E, è ïîòîìó 〈x|Ty〉 =

〈Tx|y〉 = 0, ò. å. Ty ∈ E⊥. Ñëåäîâàòåëüíî, T (E⊥) ⊂ E⊥.

2

Òåîðåìà 4.4 Ïóñòü X � n-îäíîðîäíûé ÌÊÃ íàä L0, T ∈ Bh(X). Òîãäà

ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â X, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ îïåðàòîðà T .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìàì 2.10 è 3.5, σ(T, L0) 6= ∅, ò. å. ñó-

ùåñòâóåò λ1 ∈ σ(T, L0), ïðè ýòîì λ1 åñòü ñîáñòâåííûé ýëåìåíò äëÿ T , ò.

å. ñóùåñòâóåò òàêîå x1 ∈ X, ÷òî s(x1) = 1, Tx1 = λ1x1. Âçÿâ âìåñòî x1

ýëåìåíò ‖x1‖−1
X x1, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ‖x1‖X = 1.

Ïîëîæèì Y1 = Z⊥1 , ãäå Z1 = Lin({x1}, L0). Èç óòâåðæäåíèÿ 1.40 ñëå-

äóåò, ÷òî s(Y1) = 1. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 4.3 â) èìååì, ÷òî T (Y1) ⊂ Y1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ðàññìîòðåòü ñóæåíèå T1 = T |Y1 îïåðàòîðà T íà L0-

ïîäìîäóëü Y1.

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.8, ÌÊÃ Y1 ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì. Ïîýòîìó, ïî

òåîðåìå 3.9, ñóùåñòâóþò òàêèå λ2 ∈ σ(T1, L
0) è x2 ∈ Y1, ÷òî s(x2) = s(Y1) =

1 è T (x2) = T1(x2) = λ2x2. Òàêæå, êàê è âûøå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ||x2||X =

1. Ñëåäîâàòåëüíî, {x1, x2} � îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð.

Ïóñòü Z2 = Lin({x1, x2}, L0), Y2 = Z⊥2 . Îïÿòü èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå

1.40, ñëåäñòâèå 3.8, òåîðåìó 3.9, ïîñòðîèì ñîáñòâåííûé ýëåìåíò λ3 äëÿ T

è ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð x3 ∈ Z⊥2 òàêèå, ÷òî s(x3) = 1,

||x3||X = 1. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîñòðîèì îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð

{xi}ni=1 ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ äëÿ T , îòâå÷àþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñò-

âåííûì ýëåìåíòàì λ1, . . . , λn.

Ïóñòü Zn = Lin({xi}ni=1, L
0), Yn = Z⊥n . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Yn 6= {0}. Òîã-

äà e = s(Y ) 6= 0 è eY = Y . Òàê êàê Y = Y , òî Y � ÌÊÃ íàä L0
e. ßñíî,

÷òî íàáîð {exi}ni=1 ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì â n-îäíîðîäíîì ÌÊÃ Y

íàä L0
e. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1.8, ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò y ∈ eY , ÷òî

s(y) = e. Ïîëîæèì z = (||y||)−1
s y. Òîãäà z ∈ Y è ‖z‖X = e. Ñëåäîâàòåëü-

íî, {exi}ni=1 è {z} åñòü îðòíîðîìèðîâàííûé íàáîð â eX, êîòîðûé â ñèëó
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óòâåðæäåíèÿ 1.23 ÿâëÿåòñÿ L0
e-íåçàâèñèìûì â eX. Ïîñëåäíåå íåâîçìîæíî

â ñèëó ëåììû 1.33. Òàêèì îáðàçîì, Y = {0}, ò. å. {xi}ni=1 � îðòîíîðìèðî-

âàííûé áàçèñ â X.

2

Èç òåîðåìû 4.4 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùåå

Ñëåäñòâèå 4.5 Ïóñòü X � n-îäíîðîäíûé ÌÊÃ íàä L0, T ∈ Bh(X). Òîãäà

ñóùåñòâóåò òàêîé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ei}ni=1 â X, ÷òî êàæäîå

x ∈ X ïðåäñòàâèìî â âèäå

x =
n∑
i=1

〈x|ei〉ei è Tx =
n∑
i=1

λi〈x|ei〉ei,

ãäå λi � ñîáñòâåííûé ýëåìåíò èç L0, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó âåêòîðó

ei äëÿ T , i = 1, n.

Êàê èçâåñòíî èç ëèíåéíîé àëãåáðû äëÿ T ∈ Bh(H), ãäå H � n-ìåðíîå

ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì n ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Â ñëó÷àå n-îäíîðîäíîãî ÌÊÃ X ñèòóàöèÿ ñ ñîáñò-

âåííûìè ýëåìåíòàìè äëÿ T ∈ Bh(X) îòëè÷àåòñÿ îò óêàçàííîé âûøå. Äåéñò-

âèòåëüíî, ïóñòü {ei}ni=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â X, ñîñòîÿùèõ èç

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ äëÿ T , îòâå÷àþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííûì

ýëåìåíòàì λ1, . . . , λn èç L0. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå {gi}ni=1 åäè-

íèöû â B(Ω) è ïîëîæèì µ =
n∑
i=1

λigi, y =
n∑
i=1

giei. Òîãäà

s(y) =
n∑
i=1

s(giei) =
n∑
i=1

gis(ei) =
n∑
i=1

gi = 1
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è

T (y) =
n∑
i=1

T (giei) =
n∑
i=1

giT (ei)
n∑
i=1

giλiei =

(
n∑
i=1

λigi

)(
n∑
j=1

gjej

)
= µy.

Ñëåäîâàòåëüíî, µ åñòü ñîáñòâåííûé ýëåìåíò äëÿ T , îòâå÷àþùèé ñîáñò-

âåííîìó âåêòîðó y ∈ X. Îòñþäà ñðàçó âèäíî, êàê ïîñòðîèòü îïåðàòîð

T ∈ Bh(X), ó êîòîðîãî èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ

ýëåìåíòîâ.

Ïðèìåð 4.6 Ïóñòü {ei}ni=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â n-îäíîðîäíîì

ÌÊÃ X íàä L0, B(Ω) � íåïðåðûâíàÿ áóëåâà àëãåáðà. Â ýòîì ñëó÷àå â

B(Ω) ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèé åäèíèöû,

ñîñòîÿùèõ èç n ýëåìåíòîâ. Âûáåðåì λi ∈ L0
h òàê, ÷òîáû s(|λi − λj|) = 1

äëÿ âñåõ i 6= j, i, j = 1, n. Îïðåäåëèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå T : X → X,

ïîëàãàÿ

T

(
n∑
i=1

〈x|ei〉ei

)
=

n∑
i=1

λi〈x|ei〉ei.

ßñíî, ÷òî T � L0-ëèíåéíûé îïåðàòîð è T (ei) = λiei, i = 1, n. Èç óòâåðæ-

äåíèÿ 1.19, òåîðåìû 1.31 è ñëåäñòâèÿ 2.6 âûòåêàåò, ÷òî T ∈ B(X).

Ïóñòü x, y ∈ X, ò. å. x =
n∑
i=1
〈x|ei〉ei, y =

n∑
i=1
〈y|ei〉ei. Òîãäà

〈Tx|y〉 =

〈
T

(
n∑
i=1

〈x|ei〉ei

)∣∣∣∣∣
n∑
i=1

〈y|ei〉ei

〉
=

〈
n∑
i=1

λi〈x|ei〉ei

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

〈y|ei〉ei

〉
=

=
n∑
i=1

λi〈x|ei〉〈y|ei〉.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

〈x|Ty〉 =

〈
n∑
i=1

〈x|ei〉ei

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

λi〈y|ei〉ei

〉
=

n∑
i=1

〈x|ei〉λi 〈y|ei〉 =
n∑
i=1

λi〈x|ei〉〈y|ei〉.
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È ïîòîìó 〈Tx|y〉 = 〈x|Ty〉, ò. å. T ∈ Bh(X).

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå {gi}ni=1 åäèíèöû â B(Ω). Òàê êàê s(|λi−

λj|) = 1, òî λigi 6= λjgj, i 6= j, è ïîòîìó µ =
n∑
i=1

λigi 6= λj äëÿ âñåõ j.

Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûé ýëåìåíò µ äëÿ T , îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííî-

ìó âåêòîðó
n∑
i=1

giei, îòëè÷àåòñÿ îò ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ λ1, . . . , λn.

Åñëè {g′i}ni=1 � äðóãîå ðàçáèåíèå åäèíèöû è µ′ =
n∑
i=1

λig
′
i, òî µ 6= µ′. Ñëå-

äîâàòåëüíî, îïåðàòîð T èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ

ýëåìåíòîâ.

Â òî æå âðåìÿ âåðíî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 4.7 Ïóñòü X � n-îäíîðîäíûé ÌÊÃ íàä L0, T ∈ Bh(X),

{λi}ki=1 ⊂ σ(T, L0), s(|λi − λj|) = 1, i 6= j, i, j = 1, k. Òîãäà k 6 n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k > n. Òîãäà ñóùåñòâóåò k ñîáñòâåííûõ âåê-

òîðîâ {xi}ki=1, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì ýëåìåíòàì λi, i = 1, k, ò.

å. Txi = λixi, s(xi) = 1, i = 1, k. Èç óòâåðæäåíèÿ 4.3 á) ñëåäóåò, ÷òî

s(|λi − λj|)〈xi|xj〉 = 0, ò. å. 〈xi|xj〉 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íàáîð {xi}ki=1 ÿâëÿ-

åòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì â n-îäíîðîäíîì ÌÊÃ X è n < k, ÷òî íåâîçìîæíî,

â ñèëó ëåììû 1.33.

2

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïèñàíèþ äåéñòâèÿ ëèíåéíûõ L0-îãðàíè÷åííûõ ñàìî-

ñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ â êîíå÷íîìåðíûõ è σ-êîíå÷íîìåðíûõ ÌÊÃ íàä

L0.
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Òåîðåìà 4.8 Ïóñòü X � êîíå÷íîìåðíûé ÌÊÃ íàä L0, T ∈ Bh(X). Òîãäà

ñóùåñòâóåò òàêîé îðòîãîíàëüíûé íàáîð {xi}mi=1 ⊂ X è íàáîð {λi}mi=1 ⊂

L0
h, ÷òî Txi = λixi, s(λi) 6 s(xi), λi ∈ σ(s(xi)T, s(xi)L0), 〈xi|xi〉 ∈ B(Ω),

i = 1,m, 1 = s(x1) > s(x2) > . . . > s(xm) 6= 0, ïðè ýòîì êàæäîå x ∈ X

ïðåäñòàâèìî â âèäå

x =
m∑
i=1

〈x|xi〉xi è Tx =
m∑
i=1

λi〈x|xi〉xi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì òàêîå ðàçáèåíèå åäèíèöû {gi}ki=1, äëÿ êîòî-

ðîãî giX � ni-îäíîðîäíûé ÌÊÃ íàä L0
gi
, n1 < n2 < . . . < nk. ßñíî, ÷òî

Tgi = giT ∈ Bh(giX) äëÿ âñåõ i = 1, k. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.5 ñóùåñòâó-

åò òàêîé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {e(i)
j }

ni
j=1 â giX, ÷òî êàæäîå gix ∈ giX

ïðåäñòàâèìî â âèäå

gix =
ni∑
j=1

〈gix|e(i)
j 〉e

(i)
j è T (gix) = Tgi(gix) =

ni∑
j=1

λ
(i)
j 〈gix|e

(i)
j 〉e

(i)
j ,

ãäå λ(i)
j ∈ L0

gi
ñîáñòâåííûé ýëåìåíò äëÿ Tgi, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó âåê-

òîðó e(i)
j äëÿ Tgi, j = 1, . . . , ni. Ïîñêîëüêó T ∈ Bh(X), òî λ(i)

j = λ
(i)
j (ñì.

óòâåðæäåíèå 4.3 à)).

Ïîëîæèì

x1 =
k∑
i=1

e
(i)
1 , . . . , xn1 =

k∑
i=1

e(i)
n1
, xn1+1 =

k∑
i=2

e
(i)
n1+1, . . . ,

xn2 =
k∑
i=2

e(i)
n2
, xn2+1 =

k∑
i=3

e
(i)
n2+1, . . . ,

xnk−1 = e(k−1)
nk−1

+ e(k)
nk−1

, xnk−1+1 = e
(k)
nk−1+1, . . . , xnk = e(k)

nk
.
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ßñíî, ÷òî

〈x1|x1〉 =
k∑
i=1

gi = 1, . . . , 〈xn1|xn1〉 = 1,

〈xn1+1|xn1+1〉 =
k∑
i=2

gi ∈ B(Ω), . . . , 〈xnk|xnk〉 = gk ∈ B(Ω).

Ïîýòîìó

s(x1) =
k∑
i=1

s
(
e

(i)
1

)
=

k∑
i=1

gi = 1, . . . , s(en1) = 1,

s(xn1+1) =
k∑
i=2

gi, . . . , s(xn2) =
k∑
i=2

gi, s(xn2+1) =
k∑
i=3

gi, . . . ,

s(xnk−1) = gk−1 + gk, s(xnk−1+1) = gk, . . . , s(xnk) = gk.

Òàêèì îáðàçîì, 1 = s(x1) > s(x2) > . . . > s(xm) = gk 6= 0, ãäå m = nk.

Äàëåå,

T (x1) =
k∑
i=1

T
(
e

(i)
1

)
=

k∑
i=1

λ
(i)
1 e

(i)
1 = λ1x1, ãäå λ1 =

k∑
i=1

λ
(i)
1 ,

. . .

T (xn1) =
k∑
i=1

λ(i)
n1
e(i)
n1

= λn1xn1, ãäå λn1 =
k∑
i=1

λ(i)
n1
,

T (xn1+1) =
k∑
i=2

λ
(i)
n1+1e

(i)
n1+1 = λn1+1xn1+1, ãäå λn1+1 =

k∑
i=2

λ
(i)
n1+1,

. . .
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T (xn2) =
k∑
i=2

λ(i)
n2
e(i)
n2

= λn2xn2, ãäå λn2 =
k∑
i=2

λ(i)
n2
,

. . .

T (xnk) = λ(k)
nk
e(k)
nk

= λnkxnk, ãäå λnk = λ(k)
nk
.

Ïî ïîñòðîåíèþ âåêòîðû {xi}mi=1 ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, ïðè ýòîì s(λi) 6
s(xi), λi ∈ L0

h, i = 1,m.

Ïóñòü x ∈ X. Òîãäà gix ∈ giX è, êàê óæå îòìå÷àëîñü, èìååì, ÷òî

gix =
ni∑
j=1

〈gix|e(i)
j 〉e

(i)
j è T (gix) =

ni∑
j=1

λ
(i)
j 〈gix|e

(i)
j 〉e

(i)
j .

Ñëåäîâàòåëüíî,

x =
k∑
i=1

gix =
k∑
i=1

ni∑
j=1

〈gix|e(i)
j 〉e

(i)
j .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
nk∑
i=1

〈x|xi〉xi = 〈x|x1〉x1 + . . .+ 〈x|xnk〉xnk =
k∑
i=1

〈gix|e(i)
1 〉e

(i)
1 + . . .+

+
k∑
i=1

〈gix|e(i)
n1
〉e(i)
n1

+
k∑
i=2

〈gix|e(i)
n1+1〉e

(i)
n1+1 + . . .+

k∑
i=2

〈gix|e(i)
n2
〉e(i)
n2

+ . . .

+〈gk−1x|e(k−1)
nk−1
〉e(k−1)
nk−1

+〈gkx|e(k)
nk−1
〉e(k)
nk−1

+〈gkx|e(k)
nk−1+1〉e

(k)
nk−1+1+. . .+〈gkx|e(k)

nk
〉e(k)
nk
.

Ñëåäîâàòåëüíî, x =
nk∑
i=1
〈x|xi〉xi.

Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî T (x) =
nk∑
i=1

λi〈x|xi〉xi.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî λi ∈ σ(s(xi)T, s(xi)L0) äëÿ âñåõ i = 1, nk. Ïóñòü

0 6= e ∈ s(xi)B(Ω). Òîãäà e(T−λiI)(exi) = e(T−λiI)xi = e(λixi−λixi) = 0,

ò. å. e(T −λiI) íå îáðàòèì íà eX. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî λi ∈ σ(s(xi)T, s(xi)L0).
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2

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ âàðèàíòîì òåîðåìû 4.8 äëÿ σ-êîíå÷íîìåðíûõ

ÌÊÃ íàä L0.

Òåîðåìà 4.9 Ïóñòü X � σ-êîíå÷íîìåðíûé ÌÊÃ íàä L0, T ∈ Bh(X). Òîãäà

ñóùåñòâóåò òàêîé îðòîãîíàëüíûé íàáîð {xi}∞i=1 ⊂ X è íàáîð {λi}∞i=1 ⊂

L0
h, ÷òî Txi = λixi, s(λi) 6 s(xi), λi ∈ σ(s(xi)T, s(xi)L0), 1 = s(x1) >

s(x2) > . . . > s(xi) > . . . , s(xi) 6= 0, i = 1, 2, . . . , 〈xi|xi〉 ∈ B(Ω). Ïðè ýòîì

êàæäîå x ∈ X ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

x = bo-
∞∑
i=1

〈x|xi〉xi è Tx = bo-
∞∑
i=1

λi〈x|xi〉xi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {gi}∞i=1 � òàêîå ðàçáèåíèå åäèíèöû B(Ω), ÷òî

giX � ni-îäíîðîäíûé ÌÊÃ íàä L0
gi
, n1 < n2 < . . . < ni < . . . . Î÷åâèäíî

Tgi = giT ∈ Bh(giX) äëÿ ëþáîãî i ∈ N. Èç ñëåäñòâèÿ 4.5 ñëåäóåò, ÷òî

gix ∈ giX ïðåäñòàâèìî â âèäå

gix =
ni∑
j=1

〈gix|e(i)
j 〉e

(i)
j è T (gix) = Tgi(gix) =

ni∑
j=1

λ
(i)
j 〈gix|e

(i)
j 〉e

(i)
j ,

ãäå λ(i)
j ∈ giL

0
h ñîáñòâåííûé ýëåìåíò äëÿ Tgi, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó

âåêòîðó e(i)
j äëÿ Tgi, j = 1, . . . , ni.

Ïîëîæèì

x1 = bo-
∞∑
i=1

e
(i)
1 , . . . , xn1 = bo-

∞∑
i=1

e(i)
n1
, xn1+1 = bo-

∞∑
i=2

e
(i)
n1+1, . . . ,

xn2 = bo-
∞∑
i=2

e(i)
n2
, xn2+1 = bo-

∞∑
i=3

e
(i)
n2+1, . . . , xnk = bo-

∞∑
i=k

e(i)
nk
, . . .
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Èìååì

T (x1) = bo-
∞∑
i=1

T
(
e

(i)
1

)
= bo-

∞∑
i=1

λ
(i)
1 e

(i)
1 = λ1x1, ãäå λ1 =

∞∑
i=1

λ
(i)
1 gi,

. . .

T (xn1) = bo-
∞∑
i=1

λ(i)
n1
e(i)
n1

= λn1xn1, ãäå λn1 =
∞∑
i=1

λ(i)
n1
gi,

T (xn1+1) = bo-
∞∑
i=2

λ
(i)
n1+1e

(i)
n1+1 = λn1+1xn1+1, ãäå λn1+1 =

∞∑
i=2

λ
(i)
n1+1gi,

. . .

T (xnk) = bo-
∞∑
i=k

λ(i)
nk
e(i)
nk

= λnkxnk, ãäå λnk =
∞∑
i=k

λ(i)
nk
gi,

. . .

Ïî ïîñòðîåíèþ ýëåìåíòû {xi}∞i=1 ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, λi ∈ L0
h, 〈xi|xi〉 ∈

B(Ω), ïðè ýòîì s(λi+1) 6 s(xi+1) 6 s(xi), s(x1) = 1, s(xi) 6= 0, i ∈ N.

Ïóñòü x ∈ X. Òîãäà gix ∈ giX è, êàê óæå îòìå÷àëîñü, èìååì, ÷òî

gix =
ni∑
j=1

〈gix|e(i)
j 〉e

(i)
j è T (gix) =

ni∑
j=1

λ
(i)
j 〈gix|e

(i)
j 〉e

(i)
j .

Èç óòâåðæäåíèÿ 1.34 á) ñëåäóåò, ÷òî

x = bo-
∞∑
i=1

gix = bo-
∞∑
i=1

ni∑
j=1

〈gix|e(i)
j 〉e

(i)
j ,

ïðè ýòîì

‖x‖2 = bo-
∞∑
i=1

∥∥∥∥∥
ni∑
j=1

〈gix|e(i)
j 〉e

(i)
j

∥∥∥∥∥
2

= bo-
∞∑
i=1

ni∑
j=1

∣∣∣〈gix|e(i)
j 〉
∣∣∣2 = bo-

∞∑
i=1

ni∑
j=1

∣∣∣〈x|e(i)
j 〉
∣∣∣2 .
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Ïîêàæåì, ÷òî ðÿä
∞∑
j=1
〈x|xj〉xj bo-ñõîäèòñÿ â X. Ïîñêîëüêó {xi}∞i=1 ïî-

ïàðíî îðòîãîíàëüíû, òî, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1.34 à), äîñòàòî÷íî ïîêà-

çàòü, ÷òî ðÿä
∞∑
j=1
‖〈x|xj〉xj‖2 � (o)-ñõîäèòñÿ â L0

h, ò. å. âñå ÷àñòè÷íûå ñóììû
k∑
j=1
‖〈x|xj〉xj‖2 îãðàíè÷åíû â L0

h.

Çàìåòèì, ÷òî ðÿä
∞∑
i=1

∣∣∣〈x|e(i)
j 〉
∣∣∣ � bo-ñõîäèòñÿ â L0 äëÿ ëþáîãî j, ïîñêîëüêó

ðàâåíñòâî s
(
e

(i)
j

)
· s
(
e

(k)
j

)
= 0 ïðè i 6= k âëå÷åò ðàâåíñòâî s

(∣∣∣〈x|e(i)
j 〉
∣∣∣) ·

s
(∣∣∣〈x|e(k)

j 〉
∣∣∣) = 0 ïðè i 6= k. Èñïîëüçóÿ ïîïàðíóþ îðòîãîíàëüíîñòü ýëåìåí-

òîâ {xj} ïîëó÷èì, ÷òî
n1∑
j=1

‖〈x|xj〉xj‖2 =
n1∑
j=1

|〈x|xj〉|2 ‖xj‖2 6
n1∑
j=1

|〈x|xj〉|2 =

=
n1∑
j=1

(
bo-

∞∑
i=1

∣∣∣〈x|e(i)
j 〉
∣∣∣2) = bo-

∞∑
i=1

n1∑
j=1

∣∣∣〈x|e(i)
j 〉
∣∣∣2 6 ‖x‖2.

Àíàëîãè÷íî,
nk∑
j=1
‖〈x|xj〉xj‖2 6 ‖x‖2 äëÿ ëþáîãî k ∈ N. Òàê êàê nk →∞,

òî
∞∑
j=1
‖〈x|xj〉xj‖2 6 ‖x‖2. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä

∞∑
j=1
〈x|xj〉xj � bo-ñõîäèòñÿ â

X.

Ïîëîæèì y = bo-
∞∑
j=1
〈x|xj〉xj. Èìååì, ÷òî g1xj = 0 ïðè j > n1 è g1xj = e

(1)
j

ïðè j = 1, . . . , n1. Ïîýòîìó

g1y = bo-
∞∑
j=1

〈g1x|g1xj〉g1xj =
n1∑
j=1

〈g1x|e(1)
j 〉e

(1)
j = g1x.

Àíàëîãè÷íî, gky = gkx äëÿ âñåõ k ∈ N. Òàê êàê {gk} � ðàçáèåíèå åäèíè-

öû â B(Ω), òî x = y, ò. å. x = bo-
∞∑
j=1
〈x|xj〉xj.
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Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà

T (x) = bo-
∞∑
i=1

giT (x) = bo-
∞∑
i=1

ni∑
j=1

λ
(i)
j 〈gix|e

(i)
j 〉e

(i)
j

è

‖Tx‖2 = bo-
∞∑
i=1

ni∑
j=1

∣∣∣λ(i)
j

∣∣∣2 ∣∣∣〈gix|e(i)
j 〉
∣∣∣2 ,

ïîëó÷èì, ÷òî T (x) = bo-
∞∑
j=1

λj〈x|xj〉xj.

Âêëþ÷åíèå λi ∈ σ(s(xi)T, s(xi)L0), i ∈ N, äîêàçûâàåòñÿ òàêæå, êàê â

òåîðåìå 4.8.

2

Îïèøåì òåïåðü îáùèé âèä ïðîèçâîëüíîãî îïåðàòîðà T èç B(X) äëÿ êî-

íå÷íîìåðíûõ è σ-êîíå÷íîìåðíûõ ÌÊÃ íàä L0.

Òåîðåìà 4.10 Ïóñòü X � êîíå÷íîìåðíûé ÌÊÃ íàä L0, T ∈ B(X). Òîãäà

ñóùåñòâóþò òàêèå îðòîãîíàëüíûå íàáîðû {xi}ki=1, {yi}ki=1 èç X è íàáîð

{λi}ki=1 ⊂ L0
h, ÷òî 0 6= s(λi) 6 s(xi), 0 6= 〈xi|xi〉 ∈ B(Ω), 0 6= 〈yi|yi〉 ∈ B(Ω),

i = 1, k è

Tx =
k∑
i=1

λi〈x|xi〉yi

äëÿ âñåõ x ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îïåðàòîð T ∈ B(X), òî T ∗ ∈ B(X) (ñì.

óòâåðæäåíèå 4.2). Î÷åâèäíî, îïåðàòîð T ∗T ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì è

T ∗T ∈ B(X).
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Èç òåîðåìû 4.8 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé îðòîãîíàëüíûé íàáîð {xi}mi=1 ⊂

X è íàáîð {µi}mi=1 ⊂ L0
h, ÷òî (T ∗T )(xi) = µixi, 0 6= 〈xi|xi〉 ∈ B(Ω),

s(µi) 6 s(xi), i = 1,m, ïðè ýòîì êàæäîå x ∈ X ïðåäñòàâèìî â âèäå

x =
m∑
i=1

〈x|xi〉xi è T ∗T (x) =
m∑
i=1

µi〈x|xi〉xi.

Ïîñêîëüêó 〈T ∗Ty|y〉 = 〈Ty|Ty〉 > 0 äëÿ âñåõ y ∈ X, òî 0 6 〈T ∗Txi|xi〉 =

〈µixi|xi〉 = µi〈xi|xi〉. Îòñþäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî s(µi) 6 s(xi) = 〈xi|xi〉,

ïîëó÷èì, ÷òî µi > 0. Ïîýòîìó îïðåäåëåí ýëåìåíò 0 6 λi =
√
µi ∈ L0

h.

Ðàññìîòðè ìíîæåñòâî A = {i ∈ {1, . . . ,m} : λi 6= 0}. Åñëè A = ∅, òî

µi = 0 äëÿ ëþáîãî i = 1,m, è ïîòîìó T ∗T = 0, â ÷àñòíîñòè, ‖Ty‖2 =

〈Ty|Ty〉 = 〈T ∗Ty|y〉 = 0 äëÿ âñåõ y ∈ X. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî T = 0. Â ýòîì

ñëó÷àå, x1 = x0, ãäå s(x0) = 1, µ1 = 0, 0 = T ∗Tx = µ1〈x|x1〉x1. Îñòàëîñü

âçÿòü λ1 = 0, y1 = x0. Òîãäà 0 = Tx = λ1〈x|x1〉y1, ò. å. âåðíî óòâåðæäåíèå

òåîðåìû 4.10.

Ïóñòü òåïåðü A 6= ∅. Äëÿ êàæäîãî i ∈ A ïîëîæèì yi = T (xi) · (λi)−1
s . Äëÿ

i, j ∈ A èìååì,

〈yi|yj〉 =
〈
T (xi) · (λi)−1

s

∣∣ T (xj) · (λj)−1
s

〉
=

= (λi)−1
s · (λj)−1

s · 〈T ∗T (xi)|xj〉 = µi · (λi)−1
s · (λj)−1

s · 〈xi|xj〉 = 0.

ïðè i 6= j. Êðîìå òîãî, 〈yi|yi〉 = µi · (λi)−1
s · (λi)−1

s · 〈xi|xi〉 = µi ·
(
(λi)−1

s

)2 ·

〈xi|xi〉 = µi ·
(
λ2
i

)−1
s
· 〈xi|xi〉 = µi · (µi)−1

s · 〈xi|xi〉 = s(µi) · 〈xi|xi〉 = s(µi), â

÷àñòíîñòè, 〈yi|yi〉 6= 0. Ê òîìó æå, λiyi = T (xi) · s(λi) è T ∗T (xi) · s(λi) =

µixis(
√
µi) = µixi.
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Åñëè i 6∈ A, òî λi = µi = 0, è ïîòîìó

(T ∗T )(x) =
∑
i∈A

µi〈x|xi〉xi.

Ñëåäîâàòåëüíî,∥∥∥∥∥Tx−∑
i∈A

λi〈x|xi〉yi

∥∥∥∥∥
2

=

〈
Tx−

∑
i∈A

λi〈x|xi〉yi

∣∣∣∣∣ Tx−∑
i∈A

λi〈x|xi〉yi

〉
=

=

〈
Tx−

∑
i∈A

〈x|xi〉T (xi)s(λi)

∣∣∣∣∣ Tx−∑
i∈A

〈x|xi〉T (xi)s(λi)

〉
=

=

〈
x−

∑
i∈A

〈x|xi〉s(λi)xi

∣∣∣∣∣ T ∗Tx−∑
i∈A

〈x|xi〉T ∗T (xi)s(λi)

〉
=

=

〈
x−

∑
i∈A

〈x|xi〉s(λi)xi

∣∣∣∣∣ T ∗Tx−∑
i∈A

〈x|xi〉µixi

〉
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, Tx =
∑
i∈A

λi〈x|xi〉yi.

Ïóñòü k = cardA. Ïåðåíóìåðîâàâ ýëåìåíòû yi, i ∈ A, êàê y1, . . . , yk, è

ñîîòâåòñòâåííî, ýëåìåíòû xi, λi, i ∈ A, êàê x1, . . . , xk è λ1, . . . , λk, ïîëó÷èì,

÷òî

Tx =
k∑
i=1

λi〈x|xi〉yi.

2

Ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.10 è èñïîëüçóÿ òåîðåìó 4.9, ïîëó÷èì

ñëåäóþùåå îïèñàíèå îïåðàòîðîâ èç B(X) äëÿ σ-êîíå÷íîìåðíûõ ÌÊÃ íàä

L0.

Òåîðåìà 4.11 Ïóñòü X � σ-êîíå÷íîìåðíûé ÌÊÃ íàä L0, T ∈ B(X).

Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå îðòîãîíàëüíûå íàáîðû {xi}di=1, {yi}di=1 èç X è
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íàáîð {λi}di=1 ⊂ L0
h, ãäå d ∈ N, ëèáî d = ∞, ÷òî 0 6= s(λi) 6 s(xi),

0 6= 〈xi|xi〉 ∈ B(Ω), 0 6= 〈yi|yi〉 ∈ B(Ω), i = 1, d è

Tx = bo-
d∑
i=1

λi〈x|xi〉yi

äëÿ ëþáîãî x ∈ X.
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