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Çàâèñèò ëè îòíîøåíèå m/l  îò òîãî, êàêàÿ èç ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé ïîëåçíî-
ñòè èñïîëüçîâàíà â êà÷åñòâå öåëåâîé ôóíêöèè?

×òî äàåò ñîïîñòàâëåíèå îòíîøåíèÿ m/l  ñ ÷àñîâîé ñòàâêîé çàðàáîòíîé ïëàòû,
èìåþùåé òó æå ðàçìåðíîñòü?

VI. Àääèòèâíûå ôóíêöèè

1. Â íàñòîÿùåì ïðèëîæåíèè äîêàçûâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ, ñôîðìó-
ëèðîâàííûå â ðàçäåëå 2 ëåêöèè 18 è îòíîñÿùèåñÿ ê àíàëèòè÷åñêîìó
âûðàæåíèþ ôóíêöèè ðîñòà âêëàäà. Îäíèì èç îñíîâíûõ ýëåìåíòîâ
ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè ðîñòà áûëî ðàññìîòðåíèå óñëîâèÿ àääèòèâíîñòè.
Ïîä àääèòèâíîé ôóíêöèåé ïîíèìàþò ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ ëþáûõ
çíà÷åíèé àðãóìåíòà õ, ó óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

f(x + y) = f(x) + f(y).                   (1)

Ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ïðè ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà, íàçûâàþò ôóíêöèîíàëüíûìè óðàâíåíèÿìè.
Ïðèìåðîì ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî (1).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè êîýôôèöèåíòà k ôóíêöèÿ
f(x) = kx óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1). Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòîìó óðàâíåíèþ, èìååò âèä kx.

Îáîçíà÷èì f(1) = k. Òîãäà f(2) = f(1 + 1) = f(1) + f(1) = k + k
= 2k; f(3) = f(2 + 1) = 2k + k = 3k è ò. ä. (èíäóêöèÿ!). Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî çíà÷åíèÿ õ ìû ïîëó÷àåì

f(x) = kx.

Òåïåðü âîçüìåì êàêîå-ëèáî íàòóðàëüíîå ÷èñëî Ì è îáîçíà-
÷èì f(1/M) = m. Ïîâòîðÿÿ ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ, ïî-
ëó÷àåì f(2/M) = 2m, f(3/M) = 3m è ò. ä.; äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà N èìååì f(N/M) = Nm. Â ÷àñòíîñòè, ïðè N = M ïîëó÷àåì

f(M/M) = Ìm = f(1) = k,

òàê ÷òî m = k/M, è

f(N/M) = k·(N/Ì).

Èòàê, ìû óáåäèëèñü â òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî çíà-
÷åíèÿ õ àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä f(x) = kx.

Ïóñòü òåïåðü õ � êàêîå óãîäíî âåùåñòâåííîå ÷èñëî, {x
n
} �

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ñõîäÿùàÿñÿ ê õ. Òàê êàê
f(x) ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîé,
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÷åì è èñ÷åðïûâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî.

2. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí è ïðè ðåøåíèè
íåêîòîðûõ äðóãèõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé, â ÷àñòíîñòè, òîãî, êî-
òîðîå âîçíèêëî â ñâÿçè ñ óñëîâèåì ñîãëàñîâàííîñòè âî âðåìåíè:

k(T
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2
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),                     (2)

ïðè÷åì íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ çäåñü äîëæíà ïðèíèìàòü ïîëîæè-
òåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Ïî÷ëåííî ëîãàðèôìèðóÿ ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (2)
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ìû óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ L(T) = lnk(T) àääèòèâíà:
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è â ñèëó òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî ñâîéñòâà àääèòèâíûõ ôóíêöèé
L(T) = = bT. Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî lnk(T) = bT è, ñëåäîâàòåëüíî,
ðåøåíèåì èíòåðåñóþùåãî íàñ óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

k(T) = e Tβ .

Ýòîò ðåçóëüòàò è áûë èñïîëüçîâàí ïðè ïîñòðîåíèè ôóíêöèè ðîñòà.

VII. Ìàòåìàòèêà ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé

Ýëàñòè÷íîñòü ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè è îòäà÷à îò ìàñøòàáà

Â íàñòîÿùåì ïóíêòå ìû íåñêîëüêî ðàç áóäåì ññûëàòüñÿ íà
Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðèëîæåíèå II, êîòîðîå äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáî-
çíà÷àòü ÌÏ II.

Êàê óêàçûâàëîñü â ëåêöèè 22, ïðåäåëüíûé ïðîäóêò íåêîòîðîãî
ðåñóðñà õàðàêòåðèçóåò àáñîëþòíîå èçìåíåíèå âûïóñêà ïðîäóêòà,
ïðèõîäÿùåãîñÿ íà åäèíèöó èçìåíåíèÿ ðàñõîäà äàííîãî ðåñóðñà,
ïðè÷åì èçìåíåíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ ìàëûìè. Äëÿ ïðîèçâîäñòâåí-
íîé ôóíêöèè q = = f(x
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n
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ðàâåí ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé:
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