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РОЗВ’ЯЗНІ ЗАДАЧІ ТА КОМБІНАТОРНА ОПТИМІЗАЦІЯ  

Анотація. Описано метод структурно-алфавітного пошуку розв’язання задач комбінаторної оптиміза-

ції, який ґрунтується на розпізнаванні структури вхідної інформації та одному розв’язному випадку, характе-

ризується великою швидкодією і точністю знаходження оптимального результату. Також показано, що деякі 

нерозв’язні задачі цього класу зводяться до поліноміально розв’язних або містять підкласи розв’язних задач.  
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SOLVABLE PROBLEM AND СOMBINATORIAL OPTIMIZATION  

Abstract. А structure-alphabetical search method of decision of problems of сombinatorial optimization, based on 

recognition of a structure of input data and one solvable case, characterized by high speed and accuracy of finding the 

optimal result is described. It is also shown that some the unsolvable problems of this class are taken to polynomial 

solvable or contain the subclass of solvable problems.  
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РАЗРЕШИМЫЕ ЗАДАЧИ И КОМБИНАТОРНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ  

Аннотация. Описан метод структурно-алфавитного поиска решения задач комбинаторной оптимиза-

ции, который основан на распознавании структуры входной информации и одном разрешимом случае, харак-

теризуется большим быстродействием и точностью нахождения оптимального результата. Также показа-

но, что некоторые неразрешимые задачи этого класса сводятся к полиномиально розрешимым или содержат 

подклассы разрешимых задач. 

Ключевые слова: комбинаторная оптимизация, целевая функция, комбинаторная конфигурация, разре-

шимые задачи, задача о назначениях, производная матрица  
 

Вступ. В літературі описано багато ме-
тодів та алгоритмів розв'язання задач комбі-
наторної оптимізації [1–2]. До них відно-
сяться як універсальні методи математично-
го програмування, так і спеціальні, які ура-
ховують специфіку даної проблеми (точні і 
наближені). Окремо виділимо такі, що ґрун-
туються на розпізнаванні структури вхідної 
інформації та характеризуються великою 
швидкодією, наприклад метод найближчого 
сусіда, «жадібний» алгоритм, метод північ-
но-західного кута тощо [1]. Як правило, їх 
називають евристичними,  в яких моделю-
ються правила вибору оптимального рішен-
ня людини в ручному режимі. В них неявно 
моделюється функція зору людини. Ці мето-
ди і алгоритми ефективні за швидкодією, але 
результат розв’язання при цьому може бути 
далекий від оптимального. З цієї причини 
другому підходу в літературі достатньої ува-
ги не приділяють. Крім  оговорених  методів  
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мають місце і підходи, в яких нерозв’язні за-
дачі комбінаторної оптимізації зводяться до 
поліноміально розв’язних, та із класів нероз-
в'язних задач виділяються підкласи розв'яз-
них. Розглянемо ці методи.  

Загальна постановка задачі комбіна-

торної оптимізації. Наведемо загальну пос-
тановку задачі комбінаторної оптимізації [3]. 
Задачі цього класу, як правило, задаються 
однією або кількома множинами, наприклад 
A  і B , елементи яких мають будь-яку при-
роду. Назвемо ці множини базовими. Наявні 
два типи задач. В першому типі кожну з цих 
множин подамо у вигляді графа, вершинами 
якого є її елементи, а кожному ребру постав-
лено у відповідність число Rc

rs
∈ , яке нази-

вають вагою ребра ( R  – множина дійсних 
чисел); },...,1{ nr ∈ , }~,...,1{ ns∈ , n  – кіль-

кість елементів множини A , n~  – кількість 
елементів множини B . Покладемо, що 

nn ~
= . Між елементами цих множин існують 

зв’язки, числове значення яких назвемо ва-
гами. Величини rsc  назвемо вхідними дани-
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ми і задамо їх матрицями. В другому типі за-
дач між елементами заданої множини 
зв’язків не існує, а вагами є числа Rv

j
∈ , 

},...,1{ nj∈ , яким у відповідність поставлено 
деякі властивості цих елементів, числові 
значення яких задаються скінченними послі-
довностями, що також є вхідними даними. Ці 
величини визначають значення цільової фу-
нкції.  

Для обох типів задач із елементів однієї 
або кількох із заданих множин утворюється 
комбінаторна множина W  – сукупність ком-
бінаторних конфігурацій певного типу (пе-
рестановки, вибірки різних типів, розбиття 
тощо). На елементах w  комбінаторної мно-
жини W  вводиться цільова функція )(wF . 

Необхідно знайти елемент *
w  множини W , 

для якого )(wF  набуває екстремального зна-
чення при виконанні заданих обмежень.  

Значення ваг між елементами множин A  
і B  задамо однією або двома симетричними 

або несиметричними матрицями C  і )(
k

wQ , 

де )(
k

wQ  – комбінаторна матриця, Ww
k
∈  – 

аргумент цільової функції (комбінаторна 

конфігурація), k – порядковий номер k
w  у 

їхній множині W . Структуру вхідних даних 
змоделюємо функціями натурального аргу-

менту m

j 1|)(ϕ  і mjf 1|)( , одна з яких комбіна-

торна mkwjf 1|),)((β , де 2
nm =  (для си-

метричної матриці 2)1( −= nnm ). Цільову 
функцію для задач, що розглядаються, запи-
шемо у такому вигляді  

∑
=

ϕβ=
m

j

k
j

k jwjfwF
1

)()),(()( .    (1) 

Назвемо варіантом розв’язання задачі 
комбінаторної оптимізації упорядковану по-

слідовність ,...)1,((|),( 11

kzk
wupwu =  

)),(..., zwu
k

n , значення елементів якої 

)(),)((),( jwjflwu k
j

k
l ϕβ= , де nz =  

або mz =  в залежності від класу задачі, 
},...,1{ mj∈ . 

Метод структурно алфавітного пошу-

ку. Метод структурно-алфавітного пошуку 
ґрунтується на розпізнаванні структури вхі-
дної інформації і заданому упорядкуванні 

комбінаторних конфігурацій. В ньому вико-
ристано найпростіший розв’язний випадок, 
який задано двома системами перестановок. 
Цей метод, використовуючи значну перевагу 
за швидкодією, за структурою вхідних даних 
дозволяє поліноміальна знаходити аргумент, 
для якого цільова функція набуває глобаль-
ного або наближеного до нього розв’язку. 
Під розв’язними мається на увазі певний пі-
дклас задач, для яких відомий аналітичний 
спосіб знаходження глобального розв’язку 
[4–6]. Для різних класів задач відрізняються 
як правила знаходження оптимального роз-
в'язку цим методом так і розв’язний випадок. 

У методі структурно-алфавітного пошу-
ку використано такі властивості задач комбі-
наторної оптимізації: 

а) в задачах комбінаторної оптимізації 
закономірність зміни значень цільової функ-
ції залежить від упорядкування комбінатор-
них конфігурацій. На підмножині ізоморф-
них комбінаторних конфігурацій функція 
цілі змінюється так, як і на множині переста-
новок (ізоморфні комбінаторні конфігурації 
містять однакову кількість елементів або 
блоків); 

б) упорядкування комбінаторних конфі-
гурацій проводиться підмножинами, на які 
розбивається їхня множина з використанням 
незалежних від вхідних даних параметрів; в) 
для одержаного упорядкування визначається 
закономірність зміни значень цільової функ-
ції з урахуванням структури вхідних даних. 

За способом обчислення цільової функ-
ції виділимо задачі комбінаторної оптиміза-
ції, в яких для певного варіанту розв'язання її 
значення знаходиться одночасно. Такі задачі 
назвемо статичними. Задачі, в яких в процесі 
їхнього розв’язання генерується поточна ін-
формація, за якою оцінюється результат, а 
пошук оптимального розв’язку проводиться 
поетапно з обчисленням часткових сум ці-
льової функції, назвемо динамічними. Ви-
значимо правила розв'язання цих задач ме-
тодом структурно-алфавітного пошуку.  

Найпростіший відомий розв’язний випа-
док, який використано у методі структурно-
алфавітного пошуку, задається двома систе-
мами перестановок )x(  і )y( , на яких уведе-

но цільову функцію∑ yx . Для цих систем 
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визначено перестановки, для яких ∑ yx  на-

буває найбільшого або найменшого значень. 
Якщо елементи перестановки із системи )(x  
впорядковані від більшого елемента до мен-
шого, а із )(y  упорядковані від меншого 

елемента до більшого, то значення ∑ yx  є 

глобальним мінімумом. Якщо елементи обох 
таких перестановок упорядковані від меншо-
го елемента до більшого, то значення ∑ yx  

є глобальним максимумом.  
З метою використання оговореного роз-

в'язного випадку для знаходження оптима-
льного результату в задачах комбінаторної 
оптимізації уведемо системи комбінаторних 

функцій H  і '
H , де Hwjf mk

∈β 1|),)((  – 
комбінаторна функція, аргументом якої є пе-

рестановка Ww
k
∈ , утворена з елементів ба-

зової множини },...,{ 1 nn
aaA = , 

'm

1

i' H|)w,)j(f( ∈β  – комбінаторна функція, 

аргументом якої є перестановка ''
Ww

i
∈ , 

утворена з елементів базової множини 

}~,...,~{
~

1 mm
aaA = . Якщо =β

mwjf 1

1 |),)((  
mwjf 1

1' |),)((β= , де 1'1, ww  – перші пере-

становки в W , '
W  і Hwjf m

∈β 1

1 |),)(( , 
'

1

1' |),)(( Hwjf m
∈β , то '

HH ⊂ . Задачу 
комбінаторної оптимізації, вхідні дані в якій 

задано функціями mkwjf 1|),)((β  і 
m

j 1|)(ϕ , назвемо базовою (або задачею сис-
теми H ). Задачу, вхідні дані в якій задано 

функціями miwjf 1

' |),)((β
s

 (або 
mtwjf 1

' |),)((β
r

), де ≥β )w,)j(f( i'
s

 

)w,)1j(f( i'+β≥
s

 (або ≤β )w,)j(f( t'
r

 

)w,)1j(f( t'+β≤
r

), та m

j 1|)(ϕ
r

 (або m

j 1|)(ϕ
s

), 

де )1()( +ϕ≤ϕ jj
rr

 (або )1()( +ϕ≥ϕ jj
ss

), утво-

рених із mkwjf 1|),)((β  і m

j 1|)(ϕ , назвемо 

упорядкованою (або задачею системи '
H ). 

Для статичних задач цільова функція набу-
ває вигляду (1).  

За розробленими правилами за комбіна-

торними функціями із системи '
H  

(розв’язний випадок), упорядкованими за 
зростанням або спаданням їхніх значень, для 

базової задачі (системи H ) знаходимо послі-
довність локальних оптимумів, серед яких 
може бути і глобальний. Побудова переста-
новок) для задач комівояжера, розміщення 
одногабаритних модулів, класичної задачі 
про призначення проводиться за різними пра-
вилами. Для задачі комівояжера будуємо пе-
рестановку таким чином. Номери рядка і сто-
впця матриці, де знаходиться j -е значення 
комбінаторної функції, є елементами перес-
тановки, що будується. Із наступного значен-
ня 1+j  вибирається номер або рядка або сто-
впця так, щоб вони з попередніми утворили 
гамільтоновий цикл. Якщо такі елементи в 
перестановці уже існують, то переходимо до 
іншого значення комбінаторної функції. При 
побудові перестановки для задачі про призна-
чення номер рядка, де знаходиться значення 
j  комбінаторної функції, є елементом, а но-

мер стовпця – позиція перестановки, де роз-
міщується знайдений елемент. В задачі роз-
міщення одногабаритних модулів в задані по-
зиції номери рядка і стовпця, де знаходиться 
j -е значення комбінаторної функції, є елеме-

нтами перестановки, що будується. Номери 
рядка і стовпця, де знаходиться l -е значення 
числової функції, задають позиції перестано-
вки, в які розміщуються знайдені елементи, 

},...,1{, mlj ∈ .  
Знаходження оптимального розв'язку ме-

тодом структурно-алфавітного пошуку в ди-
намічних задачах комбінаторної оптимізації 
розглянемо на прикладі однієї задачі з теорії 
розкладів, яка формулюється так. Задано n  
деталей. Їхню множину позначимо 

},...,{ 1 naaA = . Кожна із деталей ja  повин-

на пройти послідовну обробку на m  машинах 
},...,{ ~

1 n
bbB = , тобто кожна деталь потребує 

для свого обробітку одну операцію. Кожна 
машина також виконує одну операцію. Необ-
хідно скласти такий розклад обробітку дета-
лей, щоб затрачений на ці операції час був би 
мінімальний за умови не перевищення зада-
ної величини T . В цій задачі аргументом ці-
льової функції є розміщення без повторень, 
яке утворюється шляхом знаходження сполу-
чення із n  елементів по d , для якого генеру-
ються !d  перестановок, },...,1{ nd ∈ . 
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В цій задачі методом структурно-
алфавітного пошуку знаходимо розв’язок на 
підмножині ізоморфних розміщень без по-
вторень. Знаходження оптимального роз-
в’язку на підмножині сполучень, який задо-
вольняє заданому обмеженню, проводимо 
так, як і для статичних задач. На підмножині 
перестановок при фіксованому сполученні 
без повторень оптимізується сумарне значен-
ня простою машин, яке дорівнює різниці між 
часом обробки наступної і попередньої дета-
лей. Оскільки генерується поточна інформа-
ція, яка змінюється в залежності від переста-
новки, що будується, то вхідні дані задаються 
однією комбінаторною функцією. Розв’язний 
випадок в цьому разі також задається однією 
послідовністю. В упорядкованій задачі при 
знаходженні глобального мінімуму або мак-
симуму послідовність значень у комбінатор-
ній функції для них – різна.  

Отже, використання розв’язного випадку, 
заданого двома множинами перестановок, у 
методі структурно-алфавітного пошуку до-
зволяє без перебору варіантів відтинати нее-
фективні розв’язки і знаходити підмножину, 
яка містить глобальний оптимум. Знаходжен-
ня у визначеній підмножині оптимального 
(можливо і глобального) розв’язку для різних 
класів задач проводиться за різними правила-
ми. Для динамічних задач розв’язний випадок 
задається однією комбінаторною функцією, 
послідовність значень у якій при знаходженні 
глобальних максимуму і мінімуму – різна.  

Зведення нерозв’язних задач комбіна-

торної оптимізації до задачі про призна-

чення. Одним із підходів до розв’язання за-
дач комбінаторної оптимізації є зведення де-
яких нерозв’язних задач (із класу NP -
повних) до класичної задачі про призначення, 
оскільки остання за допомогою угорського 
алгоритму розв’язується поліноміальна [1, 7 –
8]. Як випливає з аналізу, до оговореної задачі 
досить просто зводяться такі, вхідні дані в 
яких задано двома симетричними матрицями 
або двома скінченними послідовностями, а 
аргумент цільової функції в них – переста-
новка. Якщо аргумент цільової функції нале-
жить до інших типів комбінаторних конфігу-
рацій, то ця властивість виконується на підм-
ножині ізоморфних комбінаторних конфігу-
рацій. Це пов’язано з тим, що цільова функція 

змінюється на цих підмножинах так, як і на 
множині перестановок. З елементів двох за-
даних симетричних матриць за розробленими 
правилами будується нова матриця (похідна), 
яка задає вхідні дані для задачі про призна-
чення. З використанням побудованої матриці 
установлюється залежність цільової функції 
між задачами розміщення, комівояжера, клас-
теризації і задачею про призначення. 

Наведемо таке означення. 
Означення. Похідною матрицею транс-

позиції матриць C  і )( 1wQ  назвемо )( 1'wQ∆ , 
нумерація рядків (стовпців) у якій збігається з 
послідовною нумерацією значень )( lϕ  фун-

кції m

l 1|)(ϕ , а номери стовпців (рядків) – з 

нумерацією значень ),)((
1wjfjβ  функції 

mwjf 1

1 |),)((β . Її елементи 

),)(()()(
11' wjflwg jlj β⋅ϕ=∆ , '1'

Ww ∈ , 

Ww ∈
1 .  

Теорема. Якщо вхідні дані в задачі ком-
бінаторної оптимізації задано симетричними 

матрицями C  і )(
k

wQ , елементи яких подано 

функціями mwjf 1

1 |),)((β  і m

j 1|)(ϕ , а вхідні 
дані в задачі про призначення похідною мат-

рицею =∆ )( 1'wQ  
mxm

j
jwjf )(),)((

1 ϕβ= , 

то ці задачі мають варіанти розв'язку, значен-
ня функції цілі яких збігаються, а значення 

функції цілі )(
k

wF  для таких класів задач, як 
розміщення, комівояжер, кластеризація зна-
ходяться в межах ≤≤

Ω∈ω

)()(min '

''

kt
wFwF

t

 

)(max
'

''

i
wF

l
Ω∈ω

≤ , де )(min '

''

t

Ww

wF
t
∈

 – найменше, 

а )(max
'

''

i

Ww

wF
i
∈

 – найбільше значення цільової 

функції в задачі про призначення, 
}!,...,1{, mti ∈ , }!,...,1{ nk∈ .  

Доведення теореми проводиться з вико-
ристанням оговореного вище розв’язного ви-
падку та властивостей комбінаторних мат-
риць, описаних у [9].  

Як оговорено в [1] до задачі про призна-
чення зводиться і транспортна задача, вхідні 
дані в якій задаються несиметричними мат-
рицями. 
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Виділення із класів нерозв’язних за-

дач підкласів розв’язних [10]. В літературі 
для деяких класів задач комбінаторної опти-
мізації (задача про призначення, задача роз-
міщення, задача комівояжера) описано підк-
ласи розв’язних задач [4–6]. Підкласи розв'я-
зних задач із класів нерозв'язних виділяємо 
за такими ознаками: а) за вибраною мірою 
подібності і способом моделювання цільової 
функції; б) за структурою вхідних даних; в) 
за структурою аргументу. 

Виділення підкласів розв’язних задач за 
мірою подібності проводиться шляхом моде-
лювання цільової функції таким чином, щоб 
одержаний за її допомогою розв’язок збігав-
ся з метою дослідження. Якщо вибрані міри 
подібності для певних задач дозволяють 
знайти за поліноміальну часову складність 
глобальний розв’язок, то такий підклас задач 
є розв’язним. Як було оговорено вище, в за-
дачах комбінаторної оптимізації закономір-
ність зміни значень цільової функції зале-
жить від упорядкування комбінаторних кон-
фігурацій (аргументу) та від структури вхід-
них даних. На підмножині ізоморфних ком-
бінаторних конфігурацій вона змінюється як 
для задач, аргументом яких є перестановка. 
Використовуючи цю властивість, виділимо із 
множини перестановок (або підмножини ізо-
морфних комбінаторних конфігурацій) підм-
ножини з урахуванням незалежних від вхід-
них даних параметрів. Знаючи правила утво-
рення варіантів розв’язку задачі, для різної 
структури вхідних даних для задач комівоя-
жера, розміщення, задачі про призначення, 
кластеризації знайдено аргумент (перестано-
вка або розбиття n -елементної множини на 
підмножини), для якого цільова функція на-
буває глобального значення, а також виділе-
но підмножини його знаходження [11]. При 
виділенні підкласів розв’язних задач за стру-
ктурою аргументу використовуються влас-
тивості комбінаторних множин, які розділя-
ються на незалежні підмножини, комбінато-
рні конфігурації в кожній з яких генеруються 
незалежними процедурами. Цю властивість 
можна використати при розпаралелюванні 
обчислень у комбінаторній оптимізації, тим 
самим зводити нерозв’язні задачі до 
розв’язних. 

Висновок. Отже, задачі комбінаторної 
оптимізації розділяються на поліноміальна 
розв’язні та нерозв’язні, які містять підкласи 
розв'язних задач. Використання розв’язного 
випадку у методі структурно-алфавітного 
пошуку, заданого двома множинами перес-
тановок дозволяє поліноміальна без перебо-
ру варіантів відтинати неефективні розв’язки 
і знаходити підмножину, яка містить глоба-
льний оптимум. 

Для зведення нерозв'язних задач до 
розв’язних розроблено спосіб зведення не-
розв'язних задач різних класів до класичної 
задачі про призначення, яка розв'язується 
поліноміальна угорським алгоритмом.  

Для виділення підкласів розв'язних задач 
із класів нерозв’язних досліджено різні стру-
ктури вхідних даних, для яких цільова функ-
ція змінюється однаково і розроблено для 
них однакові правила розв’язку. Такий підхід 
дозволяє розробляти поліноміальні алгорит-
ми знаходження глобального оптимуму для 
широкого класу задач комбінаторної оптимі-
зації.  
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