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РЕГУЛЯРНI ЄМНОСТI НА МЕТРИЗОВНИХ ПРОСТОРАХ

Доведено, що для (не обов’язково компактного) метричного простору: метрики на про-
сторi ємностей у стилi Прохорова та Зарiчного є рiвними; повнота простору ємностей рiвно-
сильна до повноти вихiдного простору. Показано, що для ємностей на метризовних просторах
властивостi ω-гладкостi i τ-гладкостi є рiвносильними саме на сепарабельних просторах, а вла-
стивостi ω-гладкостi та регулярностi щодо деякої (а тодi й кожної) сумiсної метрики — саме
на компактних просторах.
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ВСТУП

Неадитивнi мiри (ємностi) є природним узагальненням адитивних та злiченно-адитив-
них мiр. Вперше запровадженi Шоке [2], вони знайшли численнi застосування у матема-
тичнiй фiзицi, теорiї оптимiзацiї i особливо у математичнiй економiцi i теорiї прийняття
рiшень. Подiбно до неоднозначностi перенесення поняття компактностi на неметризов-
нi простори, маємо широку гаму означень неадитивної (тобто не обов’язково адитивної)
мiри [5]. Основнi властивостi, що утворюють означення “гарної” адитивної мiри, зокре-
ма, зовнiшня та внутрiшня регулярнiсть, можна сформулювати рiзними способами, якi
у припущеннi (злiченної) адитивностi є рiвносильними, однак без цього припущення рiв-
носильнiсть втрачається.

Ця стаття присвячена рiзним варiантам властивостi зовнiшньої регулярностi. Зарi-
чним та Никифорчином [6] було дослiджено ємностi на компактних гаусдорфових про-
сторах i показано, що зовнiшня регулярнiсть рiвносильна до вiдомої для злiченно-ади-
тивних мiр властивостi τ-гладкостi [1]. Никифорчином i Реповшем [4] було встановлено,
що саме означення ємностi з використанням τ-гладкостi дозволяє максимально поши-
рити отриманi для компактiв результати на тихоновськi простори. Водночас природнi
неадитивнi мiри на метричних просторах не завжди мають властивiсть τ-гладкостi i на-
вiть слабшу властивiсть ω-гладкостi.

Метою цiєї працi є порiвняння рiзних властивостей типу зовнiшньої регулярностi на
метричних та метризовних просторах та з’ясування їх (не-)рiвносильностi залежно вiд
властивостей цих просторiв.
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1 ОСНОВНI ПОНЯТТЯ I ПОЗНАЧЕННЯ

Пишемо A ⊂
cl

X (вiдповiдно A ⊂
op

X), якщо A є замкненою (вiдповiдно вiдкритою) пiд-

множиною у просторi X. Позначаємо N = {1, 2, 3, . . . }, I = [0, 1], R+ = [0,+∞). Компа-
ктом називаємо компактний гаусдорфовий простiр. На дiйснiй прямiй та її пiдмножинах
розглядаємо стандартну топологiю.

Для пiдмножини F i точки x метричного простору (X, d) позначаємо

d(x, F) = inf{d(x, y) | y ∈ F}.

Якщо F замкнена у (X, d) та ε > 0, то множини

Oε(F) = {x ∈ X | d(x, F) < ε} = {x ∈ X | d(x, y) < ε для деякого y ∈ F}

та
Oε(F) = {x ∈ X | d(x, F) 6 ε}

є вiдповiдно вiдкритою i замкненою, i називаються вiдповiдно вiдкритим та замкненим
ε-околами F. Зауважимо, що остання множина для некомпактного (X, d) необов’язково
збiгається з множиною

{x ∈ X | d(x, y) 6 ε для деякого y ∈ F},

хоча мiстить її, але збiгається з перетином
⋂

ε′>ε
Oε′(F). Зокрема, Bε(x0) = Oε({x0}) i B̄ε(x0)=

Ōε({x0}) — вiдповiдно вiдкрита та замкнена кулi з центром в точцi x0 ∈ X радiуса ε > 0.
Через Exp X позначаємо множину всiх замкнених пiдмножин топологiчного простору

X, exp X = Exp X \ {∅}. Топологiя Вiєторiса [3] на exp X — це найслабша з топологiй,
щодо яких всi множини

〈U1, U2, . . . , Un〉 = {F ∈ exp X | F ⊂ U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Un, F ∩ Ui 6= ∅ для всiх i = 1, 2, . . . , n}

для n ∈ N i вiдкритих U1, U2, . . . , Un ⊂ X є вiдкритими.
Якщо X — простiр з обмеженою метрикою d, то на exp X розглядаємо метрику Гаус-

дорфа dH :
dH(F, G) = inf{ε > 0 | F ⊂ Oε(G), G ⊂ Oε(F)}, F, G ∈ exp X.

Вiдомо, що для метричного компакта метрика Гаусдорфа породжує топологiю Вiєто-
рiса, але у некомпактному випадку це не завжди так.

2 КЛАCИ НЕАДИТИВНИХ МIР НА ТИХОНОВСЬКИХ I МЕТРИЧНИХ ПРОСТОРАХ

Регулярною неадитивною мiрою [6] (регулярною ємнiстю) на тихоновському просторi
X називаємо функцiю c : Exp X → R+ з такими трьома властивостями (нижче F, G –
замкненi пiдмножини в X):

(1) c(∅) = 0;

(2) якщо F ⊂ G, то c(F) 6 c(G) (монотоннiсть);

(3) якщо c(F) 6 a, то iснує така вiдкрита множина U ⊃ F, що для кожної множини G ⊂ U
виконується c(G) < a (напiвнеперервнiсть згори чи зовнiшня регулярнiсть).
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Якщо, крiм того, виконано c(X) = 1 (c(X) 6 1), то ємнiсть називається нормованою
(вiдповiдно субнормованою).

Якщо топологiя на просторi X визначена метрикою d, то розглядаємо сильнiшу вер-
сiю властивостi (3), яку називаємо регулярнiстю щодо метрики d:

(3’) якщо c(F) 6 a, то iснує таке ε > 0, що c(Oε(F)) < a.

Сiм’ю множин (Fα), iндексовану елементами α частково впорядкованої множини
(A,6), називаємо монотонно спадною, якщо з α, β ∈ A, α 6 β випливає Fα ⊃ Fβ.

Ємнiсть c(F) називається ω-гладкою, якщо для кожної монотонно спадної послiдовно-
стi (Fn)n∈N, замкнених множин в X виконується рiвнiсть inf

n∈N
c(Fn) = c(

⋂

n∈N

Fn).

Ємнiсть c(F) називається τ-гладкою [4], якщо для кожної монотонно спадної спрямо-
ваностi (Fα) замкнених множин в X iстинна рiвнiсть inf

α
c(Fα) = c(

⋂

α
Fα).

Множину всiх ємностей на X позначаємо MX. Множину всiх регулярних щодо метри-
ки d (вiдповiдно ω-гладких, τ-гладких) ємностей на X позначаємо MdX(вiдповiдно MωX,
MτX). Очевидно, що для метричного простору X виконано MX ⊃ MdX ⊃ MωX ⊃ MτX.
Для метричного компакта X всi цi множини рiвнi, тому вживаємо для них спiльне по-
значення MX. Множини всiх субнормованих та нормованих ємностей на X позначаємо
вiдповiдно MX та MX, додаючи для не обов’язково компактного X iндекси d, ω i τ для
пiдмножин з ємностей з вiдповiдними властивостями.

Надалi всi ємностi вважаємо регулярними та субнормованими, звiдки c(F) 6 1 для
кожної розглядуваної ємностi c i F ⊂

cl
X. Кожнiй функцiї c на Exp X зi значеннями в I

вiдповiдає її пiдграфiк

sub c = {(F, α) ∈ exp X × I | α 6 c(F)}.

Твердження 2.1. Якщо функцiя c на Exp X має властивостi (1), (2), то для множини S =
sub c :

1. S ⊃ exp X × {0};

2. з (F, α) ∈ S, F ⊂ G ⊂
cl

X, α > β > 0 випливає (G, β) ∈ S.

Пiдмножина S ⊂ exp X × I є графiком ємностi на тихоновському просторi (X, τ) (єм-
ностi, регулярної щодо метрики d на X), якщо i тiльки якщо вона задовольняє (1), (2) i є
замкненою щодо топологiї добутку, де на exp X розглядається топологiя Вiєторiса (вiд-
повiдно метрика Гаусдорфа).

3 МЕТРИКИ d̂ ТА ˆ̂d

Надалi X — простiр, топологiя на якому визначена метрикою d.
Для ємностей c1, c2 ∈ MdX позначимо

d̂(c1, c2) = inf{ε > 0 | для кожної F ∈ exp X :

c1(Oε(F)) + ε > c2(F), c2(Oε(F)) + ε > c1(F)}.

Очевидно, що 0 6 d̂(c1, c2) 6 1.



РЕГУЛЯРНI ЄМНОСТI НА МЕТРИЗОВНИХ ПРОСТОРАХ 169

Нагадаємо, що iнтеграли Шоке та Суґено щодо ємностi c на X вiд функцiї ϕ : X → R

за означенням рiвнi

∫

X

ϕ(x) dc(x) =

+∞
∫

0

c({x ∈ X | ϕ(x) > α}) dα −

0
∫

−∞

(1 − c({x ∈ X | ϕ(x) > α})) dα

та
∨
∫

X

ϕ(x) ∧ dc(x) = sup{c(F) ∧ inf
x∈F′

ϕ(x) | F ⊂
Cl

X}.

Нехай Lip(X, d) — множина всiх нерозтягуючих дiйснозначних функцiй на метрично-
му просторi X. Якщо X — компакт, то для довiльних c1, c2 ∈ MX Зарiчним [6] запрова-
джено величину

ˆ̂d(c1, c2) = sup{|
∫

X

ϕ(x) dc1(x)−
∫

X

ϕ(x) dc2(x)| | ϕ ∈ Lip(X, d)}.

Вiдомо, що для метричного компакта (X, d) функцiї d̂ та ˆ̂d, перша з яких введена з
використанням замкнутих ε-околiв, а друга — з використанням нерозтягуючих функцiй,
є метриками на множинi нормованих ємностей MX, якi визначають ту саму компактну
топологiю [6].

Для iнтеграла Суґено
∨
∫

X

ϕ(x) ∧ dc(x) вживаємо скорочення c(ϕ) i розглянемо аналог

метрики Зарiчного ˆ̂d, для якого зберiгаємо те ж позначення :

ˆ̂d(c1, c2) = sup
{

|c1(ϕ)− c2(ϕ)|
∣

∣ ϕ ∈ Lip(X, d)
}

,

де c1, c2 ∈ MdX.

Те, що ˆ̂d — метрика, випливає з наступної теореми.

Теорема 1. Для довiльного метричного простору (X, d) функцiї d̂ та ˆ̂d на MdX × MdX є
рiвними.

Доведення. Нехай d̂(c1, c2) 6 ε для c1, c2 ∈ MdX, тобто

c1(Oε(F)) + ε > c2(F), c2(Oε(F)) + ε > c1(F)

для кожної F ⊂
cl

X. Потрiбно довести, що |c1(ϕ)− c2(ϕ)| 6 ε для довiльної ϕ ∈ Lip(X, I).

Нехай x ∈ Oε(F), тодi для будь-якого ε′ > ε iснує таке x0 ∈ F, що d(x, x0) < ε′. Тодi для
ϕ ∈ Lip(X, d) маємо |ϕ(x) − ϕ(x0)| 6 d(x, x0) < ε′. Враховуючи, що для кожного ε > 0 з
того, що F ⊂ Oε(F), випливає inf

x∈F
ϕ(x) > inf

x∈Oε(F)
ϕ(x), отримуємо:

0 6 inf
x0∈F

ϕ(x0)− inf
x∈Oε(F)

ϕ(x) 6 ε′.

Тому inf
x∈Oε(F)

ϕ(x) + ε′ > inf
x∈F

ϕ(x), а при ε′ → ε + 0 матимемо:

inf
x∈F

ϕ(x) 6 inf
x∈Oε(F)

ϕ(x) + ε.
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З останньої нерiвностi та формули метрики d̂ отримаємо:

c1(F) ∧ inf
x∈F

ϕ(x) 6 (c2(Oε(F)) + ε) ∧ ( inf
x∈Oε(F)

ϕ(x) + ε) = c2(Oε(F)) ∧ inf
x∈Oε(F)

ϕ(x) + ε.

Взявши з обох бокiв нерiвностi супремуми, матимемо:

sup{c1(F) ∧ inf
x∈F

ϕ(x) | F ⊂
cl

X} 6 sup{c2(Oε(F)) ∧ inf
x∈Oε(F)

ϕ(x) | F ⊂
cl

X}+ ε

6 sup{c2(F′) ∧ inf
x∈F′

ϕ(x) | F′ ⊂
cl

X}+ ε,

тобто
∨
∫

X

ϕ(x) ∧ dc1(x) 6

∨
∫

X

ϕ(x) ∧ dc2(x) + ε.

Аналогiчно до c1(ϕ) 6 c2(ϕ) + ε можна отримати нерiвнiсть c2(ϕ) 6 c1(ϕ) + ε. Отже,

|c1(ϕ)− c2(ϕ)| 6 ε, а тому ˆ̂d(c1, c2) 6 ε. Цим доведено, що ˆ̂d(c1, c2) 6 d̂(c1, c2).

В iнший бiк: нехай тепер ˆ̂d(c1, c2) 6 ε. Доведемо, що d̂(c1, c2) 6 ε. Для кожної функцiї
ϕ(x) ∈ Lip(X, d) маємо:

|c1(ϕ)− c2(ϕ)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∨
∫

X

ϕ(x) ∧ dc1(x)−

∨
∫

X

ϕ(x) ∧ dc2(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 ε. (∗)

Нехай для F ⊂
Cl

X c1(F) > ε, i нехай ϕ(x) = max{0, c1(F)− d(x, F)}. Тодi ϕ(x) 6 c1(F), а

iз цього та з означення iнтеграла Суґено випливає, що c1(ϕ) =
∨
∫

X

ϕ(x) ∧ dc1(x) = c1(F), а

c2(ϕ) =
∨
∫

X

ϕ(x) ∧ dc2(x) 6 c1(F). Враховуючи це разом iз (∗), отримуємо:

∨
∫

X

ϕ(x) ∧ dc2(x) >

∨
∫

X

ϕ(x) ∧ dc1(x)− ε > c1(F)− ε− △, △> 0.

Iснує F′ ⊂
Cl

X таке, що c2(F′) > c1(F)− ε− △ та ϕ|F′ > c1(F)− ε− △> 0 для будь-якого

△> 0.
Оскiльки F′ ⊂ Oε+△(F), то c2(Oε+△(F)) > c1(F)− ε− △ . При △→ 0 згiдно регулярностi

ємностi отримуємо
c2(Oε(F)) + ε > c1(F).

Таким чином, якщо c1(F) > ε, то c2(Oε(F)) + ε > c1(F). Якщо ж c1(F) 6 ε, то c2(Oε(F)) >
0 > c1(F)− ε. Аналогiчно на пiдставi симетричностi метрики можна довести, що

c1(Oε(F)) + ε > c2(F).

Цим доведено, що d̂(c1, c2) 6 ε, а тому d̂(c1, c2) 6
ˆ̂d(c1, c2).

Отже, d̂(c1, c2) =
ˆ̂d(c1, c2).
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Нагадаємо, що гiперпростором включення на метричному просторi X називаємо не-
порожню сiм’ю F замкнених непорожнiх пiдмножин X, таку, що:

1) F ⊂ exp X — замкнена щодо метрики Гаусдорфа;
2) якщо A ⊂ B ∈ exp X, A ∈ F , то B ∈ F .
Сукупнiсть гiперпросторiв включення на X позначаємо GX i розглядаємо як пiдпро-

стiр метричного простору exp2 X = exp(exp X) з метрикою dHH.
На множинi MdX ємностей, регулярних щодо метрики d на X, розглядаємо метрику

d̂, означену вище.
Розглянемо довiльний гiперпростiр включення F ∈ GX. Вiн породжує нормовану єм-

нiсть на X, регулярну щодо d, за формулою

cF (F) =

{

0, F /∈ F ,
1, F ∈ F .

Порiвняємо вiдстанi Гаусдорфа мiж гiперпросторами включення i вiдстанi мiж породже-
ними ними ємностями.

Твердження 3.1. Для довiльних гiперпросторiв включення F1,F2 ∈ GX i вiдповiдних
ємностей cF1 , cF2 виконано рiвнiсть

min{dHH(F1,F2), 1} = d̂(cF1 , cF2).

Доведення. Оскiльки при замiнi метрики d на метрику d′(x, y) = min{d(x, y), 1} вiдстань
d̂(cF1 , cF2) не змiнюється, а dHH(F1,F2) змiнюється на min{dHH(F1,F2), 1}, без обмеже-
ння загальностi можемо вважати, що метрика обмежена згори одиницею, i доводити,
що вiдстань мiж сiм’ями F1 та F2 та вiдстань мiж мiрами cF1 i cF2 , побудованими на
основi цих сiмей, є рiвними, тобто dHH(F1,F2) = d̂(cF1 , cF2). Для цього потрiбно пока-
зати для кожного ε < 1, що, якщо dHH(F1,F2) 6 ε, то d̂(cF1 , cF2) 6 ε, та навпаки, якщо
d̂(cF1 , cF2) 6 ε, то dHH(F1,F2) 6 ε.

Нагадаємо, що метрики заданi формулами:

dHH(F1,F2) = inf{ε > 0 | ∀F1 ∈ F1 ∃F2 ∈ F2 : dH(F1, F2) 6 ε,

∀F2 ∈ F2 ∃F1 ∈ F1 : dH(F1, F2) 6 ε},

d̂(cF1 , cF2) = inf{ε > 0 | ∀F ∈ exp X : cF1(F) 6 cF2(Oε(F)) + ε,

cF2(F) 6 cF1(Oε(F)) + ε}.

Зауважимо, що при F1 ∈ F1, F2 ∈ F2, dH(F1, F2) 6 ε маємо, що F2 ⊂ Oε(F1), звiдки
Oε(F1) ∈ F2.

Нехай dHH(F1,F2) 6 ε. Доведемо, що d̂(cF1 , cF2) 6 ε. Розглянемо довiльну непорожню
замкнену множину F ⊂ X. Якщо cF1(F) = 0, тобто F /∈ F1, то cF1(F) 6 cF2(Oε(F)) + ε.
Iнакше F ∈ F1, тому Oε(F) ∈ F2, звiдки cF2(Oε(F)) = 1, i теж 1 = cF1(F) 6 cF2(Oε(F)) +
ε = 1 + ε.

Аналогiчно отримуємо cF2(F) 6 cF1(Oε(F))+ ε для кожної замкненої пiдмножини F ⊂

X, звiдки випливає нерiвнiсть d̂(cF1 , cF2) 6 ε.
Тепер залишилося показати, що при d̂(cF1 , cF2) 6 ε виконується dHH(F1,F2) 6 ε. Для

будь-якої F1 ∈ F1 маємо:
cF1(F1) 6 cF2(Oε(F1)) + ε.
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Оскiльки cF1(F1) = 1, то, враховуючи ε < 1, маємо cF2(Oε(F1)) > 0, тобто Oε(F1) ∈ F2.
Отже, iснує множина F2 = Oε(F1) ∈ F2, dH(F1, F2) 6 ε. Аналогiчно для F2 ∈ F2 маємо
F1 = Oε(F2) ∈ F1, i теж dH(F1, F2) 6 ε. Отже, dHH(F1,F2) 6 ε, а тому dHH(F1,F2) =
d̂(cF1 , cF2).

Отже, простiр гiперпросторiв включення можна вважати топологiчним, а за умови
d 6 1 — i метричним пiдпростором простору ємностей.

Вiдомо, що, якщо (X, d) — повний метричний простiр з обмеженою метрикою, то про-
стiр exp X, надiлений метрикою Гаусдорфа, є повним. Крiм того, пiдпростiр GX замкне-
ний у повному просторi exp2 X = exp(exp X), тому теж є повним.

Аналогiчно можемо довести повноту простору субнормованих неадитивних мiр, ре-
гулярних щодо повної метрики d на X. З допомогою Твердження 2.1 неважко перевiри-
ти, що сукупнiсть пiдграфiкiв таких мiр є замкненою у exp(exp X × I). Оскiльки для до-
вiльних ємностей c1, c2 ∈ MdX вiдстань d̂(c1, c2) дорiвнює вiдстанi Гаусдорфа мiж sub c1 i
sub c2, то :

Теорема 2. Якщо простiр X є повним, то (MdX, d̂) повний.

Надамо також пряме доведення.

Доведення. Нехай c1, c2, ..., cn, · · · ∈ MdX — фундаментальна послiдовнiсть ємностей. При
потребi перейшовши до пiдпослiдовностi, можемо вважати, що

d̂(c1, c2) 6
1
2

, d̂(c2, c3) 6
1
4

, ... d̂(cn, cn+1) 6
1
2n

, . . . .

Тодi для довiльної замкненої множини F ⊂ X виконано ci(O 1
2i
(F)) + 1

2i > ci+1(F), звiдки

ci(O 1
2i
(O 1

2i
(F))) +

1
2i

+
1
2i

> ci+1(O 1
2i
(F)) +

1
2i

.

Враховуючи, що O 1
2i
(O 1

2i
(F)) ⊂ O 1

2i−1
(F), маємо:

ci(O 1
2i−1

(F)) +
1

2i−1 > ci+1(O 1
2i
(F)) +

1
2i

,

тому числова послiдовнiсть (ci(O 1
2i−1

(F)) + 1
2i−1 )i∈N є незростаючою i обмеженою знизу

нулем. Позначимо її границю c0(F). Неважко перевiрити, що функцiя c0 є регулярною
щодо d ємнiстю i границею послiдовностi ємностей c1, c2, ..., cn, . . . .

4 ПОРIВНЯННЯ КЛАСIВ ω- Й τ-ГЛАДКИХ ЄМНОСТЕЙ НА СЕПАРАБЕЛЬНИХ ТА

НЕСЕПАРАБЕЛЬНИХ ПРОСТОРАХ

Теорема 3. Для ємностей на метричному просторi X властивостi ω-гладкостi й τ-глад-
костi є еквiвалентними, якщо i тiльки якщо X є сепарабельним.

Доведення. Нехай X — сепарабельний простiр, тобто в ньому мiститься не бiльш нiж злi-
ченна всюди щiльна множина A, c — ω-гладка ємнiсть на X, F = (Fα) — спадна спря-
мованiсть замкнених множин в X, де α належить деякiй множинi iндексiв з вiдношенням
часткового порядку (I ,6), F0 =

⋃

α∈I
Fα.
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Позначимо Q+ = (0;+∞) ∩ Q i покладемо

AF = {(a, r) | a ∈ A, r ∈ Q+, Br(a) ∩ Fα = ∅ для деякого α ∈ I} ⊂ A × Q+.

Для кожної скiнченної пiдмножини H ⊂ AF покладемо FH = X \
⋃

(a,r)∈H
Br(a). Ця

множина є замкненою, i для будь-яких скiнчених H ⊂ AF та H′ ⊂ AF виконано рiвнiсть
FH∪H′ = FH ∩ F′

H. Крiм того, для кожного (a, r) ∈ AF за побудовою iснує Fα ⊂ F{(a,r)},
тому за спрямованiстю I вгору для кожної скiнченної H ⊂ AF теж iснує Fα ⊂ FH. З
iншого боку, Fα =

⋂

FH⊃Fα

FH, тому перетин усiх FH дорiвнює перетину всiх Fα, тобто F0.

Оскiльки множина AF злiченна, її можна зобразити як об’єднання послiдовностi скiн-
ченних пiдмножин H1 ⊂ H2 ⊂ H3 ⊂ . . . , звiдки

c(F0) = c(FH1 ∩ FH2 ∩ FH3 ∩ . . . ) = inf{c(FH1), c(FH2), c(FH3), . . . )} > inf
α

c(Fα),

що й означає τ-гладкiсть ємностi c.
Нехай тепер X несепарабельний, тодi iснує множина X0 ⊂ X така, що |X0| = ω1, та

iснує число ε > 0, що для будь-яких x1, x2 ∈ X0 виконується d(x1, x2) > ε. Розглянемо
ємнiсть, задану формулою:

c(F) =

{

1, |X0 \ F| 6 ω,

0, |X0 \ F| > ω.

Доведемо, що c(F) є ω-гладкою ємнiстю, але не є τ-гладкою. Нехай (Fn) — деяка
спадна спрямованiсть замкнених множин в X, збiжна до F0. Тодi F0 =

⋂

n
Fn. Оскiльки

F1 ⊃ F2 ⊃ F3 ⊃ . . . ⊃ F0, то з властивостi монотонностi ємностi отримуємо нерiвнiсть
c(F1) > c(F2) > c(F3) > . . . > c(F0). Потрiбно довести, що lim

n→∞
c(Fn) = c(F0). Якщо F1 така,

що |X0 \ F1| > ω, то i |X0 \ F0| > ω, а тому lim
n→∞

c(Fn) = c(F0) = 0.

Нехай |X0 \ F1| 6 ω, |X0 \ F2| 6 ω, |X0 \ F3| 6 ω, . . .. Тодi для будь-якого натурального
числа n маємо c(Fn) = 1. Оскiльки

(X0 \ F1) ∪ (X0 \ F2) ∪ (X0 \ F3) ∪ . . . =
⋃

n

(X0 \ Fn) = X0 \ F0,

то X0 \ F0 — злiченне об’єднання злiченних чи скiнченних множин, яке також є не бiльш
нiж злiченною множиною. Тому c(F0) = 1. Отже c(F) є ω-гладкою ємнiстю.

Тепер покажемо, що для ємностi c властивiсть τ-гладкостi не виконується. Нехай 2X0
f =

{B ⊂ X0 | |B| 6 ω} — сiм’я всiх не бiльш нiж злiченних пiдмножин множини X0.
Впорядкуємо цю множину за зростанням. Замкненi множини FB = X0 \ B утворюють
спадну спрямованiсть, i для кожної FB ємнiсть c(FB) рiвна 1, але

⋂

B∈2X0 FB = ∅, а тому
c(
⋂

B∈2X0 FB) = 0. Отже, c(F) не є τ-гладкою ємнiстю.

5 ПОРIВНЯННЯ КЛАСIВ РЕГУЛЯРНИХ, РЕГУЛЯРНИХ ЩОДО МЕТРИКИ ТА ω–ГЛАДКИХ

ЄМНОСТЕЙ НА МЕТРИЗОВНИХ ПРОСТОРАХ

Для простору τ-гладких ємностей MτX вiдомо, що якщо X — компакт, то класи τ-
гладких та регулярних ємностей на ньому спiвпадають, але у випадку некомпактних про-
сторiв це не так. Кожна τ-гладка ємнiсть є регулярною, проте зворотне є хибним [4]. З’я-
суємо, чи збiгається простiр ω-гладких ємностей MωX з простором регулярних ємностей
MX.
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Теорема 4. Для метризовного простору X наступнi твердження рiвносильнi:

(1) X компактний;

(2) MωX = MX;

(3) MdX = MωX для деякої метрики d, сумiсної з топологiєю на X;

(4) MdX = MωX для кожної метрики d, сумiсної з топологiєю на X.

Доведення. Якщо X — компакт, то класи MX, MωX та MτX збiгаються, тому з першо-
го твердження випливають три iншi. Очевидно, що з четвертого твердження випливає
третє.

Якщо ж метризовний простiр X некомпактний, то топологiю на ньому можна визна-
чити необмеженою метрикою d. Вiдповiдно простiр (X, d) не є цiлком обмеженим, i iсну-
ють ε > 0 i пiдмножина A = (xn ∈ X, n ∈ N) така, що d(xi, xj) > ε для кожних xi, xj ∈ A.

Розглянемо функцiю, задану формулою c(F) = max(1 − inf
n∈N

d(xn,F)
ε , 0). Зрозумiло, що

0 6 c(F) 6 1 для будь-якої замкненої F ⊂ X. Також, якщо F, G ∈ exp X, F ⊂ X, то c(F) 6

c(G). Доведемо напiвнеперервнiсть згори. Якщо c(F) < a, то 1 − inf
n∈N

d(xn,F)
ε < a, а тому

inf
n∈N

d(xn, F) > (1 − a) · ε. Позначивши δ =
inf

n∈N
d(xn,F)−(1−a)·ε

2 , отримуємо inf
n∈N

d(xn, Oδ(F)) >

(1 − a) · ε, а тому c(Oδ(F)) < a. Отже, дана функцiя є регулярною ємнiстю.
Розглянемо спадну послiдовнiсть множин Fn = {xi ∈ A | i > n}. Очевидно, що для

будь-якого n ∈ N маємо c(Fn) = 1, але c(
⋂

n∈N

Fn) = c(∅) = 0, тобто властивiсть ω-

гладкостi не виконано, i MωX 6= MX.
Крiм того, у некомпактному метризовному просторi X iснує спадна послiдовнiсть за-

мкнених множин F1 ⊃ F2 ⊃ F3 ⊃ . . . з порожнiм перетином. Нехай метрика d сумiсна з
топологiєю на X. Не обмежуючи загальностi, можна вважати, що точка x0 не належить
до F1. Покладемо для кожної замкненої F ⊂ X:

c(F) =

{

0, F = ∅,

min
{

1, sup{d(x0, x) | x ∈ F}
}

, F 6= ∅.

Тодi c субнормована i регулярна щодо метрики d, однак виконано c(
⋂

n∈N Fn) = c(∅) = 0,
infn∈N c(Fn) > d(x0, F1) > 0, тому c не є ω-гладкою, i MωX 6= MdX.

Цим вiд супротивного показано, що з другого або третього тверджень випливає перше
твердження, тобто маємо потрiбну рiвносильнiсть.

Зрозумiло, що рiвнiсть MX = MdX залежить вiд вибору конкретної сумiсної з топо-
логiєю на X метрики d, однак:

Теорема 5. Якщо множина граничних точок метричного простору X не компактна, то на
X iснує регулярна ємнiсть, яка не є регулярною щодо жодної метрики, сумiсної з топо-
логiєю на X. Якщо ж множина граничних точок метричного простору X є компактною,
то iснує сумiсна з топологiєю на X метрика, щодо якої є регулярною кожна регулярна (у
топологiчному сенсi) ємнiсть на X.

Доведення наступного допомiжного твердження є очевидним.
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Лема 5.1. Нехай (an
i )i∈N, n ∈ N — нескiнченно малi послiдовностi додатнiх чисел. Тодi

iснує така бiєкцiя ϕ : N → N, що послiдовнiсть a
ϕ(n)
n мiстить як завгодно малi елементи.

Для довiльної замкненої множини A ⊂ X задамо функцiю cA : Exp X → I формулою:

cA(F) =

{

1, F ⊃ A

0, F 6⊃ A,

для кожної замкненої F ⊂ X. Очевидно, що ця функцiя є регулярною ємнiстю. Вжива-
ємо позначення

∧

i∈I fi для поаргументного iнфiмуму сiм’ї функцiй ( fi)i∈I зi спiльною
областю визначення. Зауважимо, що поаргументний iнфiмум регулярних ємностей є ре-
гулярною ємнiстю.

Доведення теореми. Нехай множина граничних точок простору X некомпактна. Тодi для
довiльної метрики d, сумiсної з топологiєю на X, можна знайти послiдовнiсть граничних
точок (xn)n∈N простору X без збiжних пiдпослiдовностей i попарно диз’юнктнi замкненi
кулi Bn

0 щодо d з центрами у цих точках xn. Для кожного n ∈ N побудуємо послiдовнiсть
(Bn

i )i∈{0,1,2,... } куль з центром xn i спадними до нуля радiусами так, щоб Bn
i−1 \ Bn

i 6= ∅ для
всiх i ∈ N.

Позначимо Φ множину всiх бiєкцiй ϕ : N → N. Для кожного ϕ ∈ Φ покладемо

Aϕ =
⋃

i∈N B
ϕ(i)
i , тодi зi сказаного вище зрозумiло, що множина Aϕ замкнена i функцiя

c =
∧

ϕ∈Φ cAϕ
є регулярною ємнiстю. Зауважимо, що значення c вiд довiльної замкненої

множини F ⊂ X рiвне нулю, якщо iснує така перестановка ϕ : N → N, що F не перетинає

жодну з куль B
ϕ(1)
1 , B

ϕ(2)
2 , B

ϕ(3)
3 , . . . , iнакше c(F) = 1. Зокрема, c(F) = 1, якщо F мiстить

одну з точок xn.
Припустимо, що c регулярна щодо деякої сумiсної з топологiєю на X метрики d′. Для

кожного натурального n послiдовнiсть додатнiх чисел an
i = sup{d′(x, xn) | x ∈ Bn

i−1 \
Bn

i }, i ∈ N, прямує до нуля. За останньою лемою знайдемо таку перестановку ϕ : N →

N, що для вiдповiдно переставлених послiдовностей (a
ϕ(n)
i )i∈N дiагональна послiдовнiсть

(a
ϕ(n)
n )n∈N мiстить як завгодно малi елементи. Оберемо по однiй точцi yn з кожної рiзницi

B
ϕ(n)
n−1 \ B

ϕ(n)
n i позначимо Y = Cl({yn | n ∈ N}). За побудовою c(Y) = 0 < 1, i повинно

iснувати таке ε > 0, що для кожної непорожньої замкненої множини F ⊂ X з d′H(F, Y) 6 ε

випливає c(F) < 1, тобто c(F) = 0. Але iснує n ∈ N, для якого d′(xϕ(n), yϕ(n)) 6 a
ϕ(n)
n < ε,

звiдки для множини F = Y ∪ {xϕ(n)} водночас d′H(F, Y) 6 ε i c(F) = 1 — суперечнiсть.
Отже, побудована регулярна ємнiсть c не є регулярною щодо жодної метрики d′, су-

мiсної з топологiєю на X.
Нехай тепер множина X0 граничних точок простору X є компактною, d — довiльна

метрика, сумiсна з топологiєю на X. Формула

d′(x, y) =

{

0, x = y

d(x, y) + d(x, X0) + d(y, X0), x 6= y,
x, y ∈ X,

визначає метрику на X, топологiчно еквiвалентну до d, але з властивiстю: якщо U — вiд-
критий окiл замкненої множини F в X, то для деякого ε > 0 виконано Oε(F) ⊂ U. Звiдси
негайно випливає, що кожна ємнiсть c ∈ MX є регулярною щодо d′.
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ПРИКIНЦЕВI ЗАУВАЖЕННЯ

У цiй роботi з’ясовано тiльки умови збiгу рiзних класiв регулярних мiр на метричних i
метризованих просторах. Топологiчнi властивостi просторiв таких мiр з розглянутою ме-
трикою (за винятком вже доведеної повноти простору регулярних щодо повної метрики
ємностей) стануть предметом наступних публiкацiй. Зокрема, цi простори буде вивчено
засобами нескiнченновимiрної топологiї.
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It is proved that for a (not necessarily compact) metric space: the metrics on the space of capac-
ities in the sense of Zarichnyi and Prokhorov are equal; completeness of the space of capacities is
equivalent to completeness of the original space. It is shown that for the capacities on metrizable
spaces the properties of ω-smoothness and of τ-smoothness are equivalent precisely on the sep-
arable spaces, and the properties of ω-smoothness and of regularity w.r.t. some (then w.r.t. any)
admissible metric are equivalent precisely on the compact spaces.

Key words and phrases: regular capacity, ω-smoothness, τ-smoothness, Hausdorff metric, com-
plete metric space, separable space.
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Доказано, что для (не обязательно компактного) метрического пространства: метрики на
пространстве емкостей в стиле Прохорова и Заричного равны; полнота пространства емко-
стей равносильна полноте исходного пространства. Показано, что для емкостей на метризу-
емых пространствах свойства ω-гладкости и τ-гладкости равносильны в точности на сепара-
бельных пространствах, а свойства ω-гладкости и регулярности относительно некоторой (а
тогда и любой) совместимой метрики — в точности на компактных просторанствах.

Ключевые слова и фразы: регулярная емкость, ω-гладкость, τ-гладкость, метрика Хаусдор-
фа, полное метрическое пространство, сепарабельное пространство.


