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ВСТУП

Важливою умовою забезпечення належних ви-
мог до якості продукції та послуг є оцінювання 

придатності процесу виробництва, що ґрунтується на 
опрацюванні виміряних характеристик, пов’язаних 
з  виробництвом, зокрема, параметрів процесу. Окрім 

оцінювання та документування якості придатності 
важливо враховувати систематичні впливи та ефектив-
ні заходи щодо поліпшення перебігу етапів виробни-
цтва, визначення контрольних меж допуску непевнос-
тей виміряних параметрів та характеристик і з’ясування 
передумов для ефективного управління процесом.
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У  процесі виробництва контрольовані параметри 
характеризуються певним розподілом похибок і  не-
певностей. Обмежимось розглядом непевностей, 
оскільки значення виміряних величин мають статис-
тичний характер і точні їх значення можна встановити 
з певною ймовірністю, а відхилення від ймовірних зна-
чень параметрів мають назву непевностей [1]. В основ
ному на виробництві вибирають для виміряних пара-
метрів і характеристик виробничого процесу нормаль-
ні розподіли непевностей. Однак, як показують останні 
дослідження аналізу виробничих процесів, вони дуже 
рідко мають нормальний розподіл [2]. Реальні розподі-
ли непевностей бувають несиметричні. Щоб вибирати 
для аналізу виміряних величин розподіли, близькі до 
реальних, необхідно розробити математичну модель 
дослідження  придатності процесу, що становитиме 
основу  наших подальших досліджень. 

Огляд найпоширеніших статистичних розподілів 
наведено у праці [1]. Математичну модель бажано роз-
робити так, щоб з її допомогою можна було б вибирати 
розподіл непевностей, максимально близький до ре-
ального. Із цією метою можна використати елементи 
теорії ризиків [3], оскільки у відзначеній публікації за-
пропоновано алгоритм, який можна використати для 
оцінювання несиметричностей розподілів виміряних 
величин. Оцінки таких несиметричностей важливі, бо 
нормальний закон розподілу непевностей  — симе-
тричний. Також необхідно звернути увагу на стандарт 
ДСТУ ISO 21747:2009 «Статистичні методи. Статистики 
функціонування та потужності процесу для виміряних 
характеристик якості» [2], в якому подано інформацію 
щодо 4 типів розподілів, залежних від часу. 

Частина загальної проблеми стосується побудови 
математичної моделі для дослідження  придатності 
виробничого процесу з  урахуванням статистичних 
розподілів різного типу.

Метою дослідження є визначення систематичних 
впливів і ефективності заходів щодо поліпшення ви-
робничого процесу виготовлення продукції на основі 
аналізу розподілів непевностей. Розшифровуючи 
розподіли непевностей виміряних параметрів для 
різних ситуацій, можна давати рекомендації щодо 
оптимізації виробничих процесів. При цьому необ-
хідно визначати контрольні межі допуску контрольо-
ваних характеристик і  з’ясування передумови для 
можливостей ефективного керування відповідними 
виробничими процесами. Методика удосконалення 
виробничого процесу передбачає побудову матема-
тичної моделі, в основі якої на вході — індекси при-
датності (виробничого процесу), розподіли непев-
ностей та функціонал якості, які характеризують про-
дукцію й виробничий процес її виготовлення. На ви-
ході буде прогнозуватись закон розподілу непевності 
вимірювальної характеристики (НВХ), близький до 
реального, зокрема, він може бути відмінний від нор-
мального (несиметричний).

Результати дослідження
Опрацювання вимірювальної інформації вимагає 

застосування комп’ютерної техніки, тому математич-
на модель повинна бути доповнена відповідним мате-
матичним забезпеченням, тобто доцільно розробити 
інформаційну технологію.

Інформаційна технологія — це сукупність проце-
сів, що використовує засоби та методи накопичення, 
оброблення і передавання первинної інформації для 
отримання інформації щодо стану об’єкта, процесу 
або явища [4]. Інформаційна технологія в даному ви-
падку полягає в синтезі та дослідженні математичної 
моделі, яка пов’язує статистичні розподіли з придат-
ністю процесу. Відповідна концептуальна модель по-
дана на рисунку.
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Математичне сподівання Mx
0
 і СКВ s

0
 визначають 

на основі експериментальних даних [5]:

           
( )2

0 0
1 1

1 1
,      

n n

i i
i i

Mx x x x x
n n= =

= = σ = −∑ ∑ ,� (1)

де n — число вимірювань, x
i
 — відхилення значення 

параметра від середнього значення вимірювального 
параметра (i = 1, 2, … n). 

Розподіл відхилень параметра x, тобто множина x
i
 

є  розподілом непевностей [6]. Прикладом експери-
ментальних даних можуть бути: товщина шкіри, ши-
рина шва, який з’єднує різні елементи шкіри, тощо.

Індекс потенціальної придатності C
p
 параметра, 

який характеризує виробничий процес, визначається 
як відношення меж допуску ±3s до розмаху процесу 
6s і виражається так:

                                 
ВMД НМД

6PC
−

=
⋅σ

,� (2)

де ВМД — верхня межа допуску (+3s); НМД — нижня 
межа допуску (–3s).

Іншими словами, цей індекс може інтерпретувати-
ся як та частина стандартної кривої нормального роз-
поділу (розмах процесу 6s), яка знаходиться усере
дині меж заданих допусків ±3s (за умови, що процес 
центрований). 

Нецентрованість процесу виробництва можна ви-
разити таким чином. Спочатку обчислити верхній та 
нижній показники придатності, щоб відобразити від-
хилення спостережуваного середнього процесу від 
НМД і ВМД. Прийнявши як розмах процесу межі ±3s, 
обчислюємо такі показники відхилення [2]: 
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де C
S
  — середнє значення. Коригуючий множник k 

відповідає величині нецентрованості (заданий центр 
специфікації мінус середнє значення процесу) від-
носно ширини специфікації. Поправка на нецентова-
ність k дозволяє скорегувати індекс C

p
.

Таким чином маємо індекс, який характеризує під-
тверджену (демонстровану) якість (C

pk
). C

p
 можна ско-

регувати, увівши поправку на нецентрованість за до-
помогою обчислення C

pk
  =  min(C

pl
, C

pu
). Якщо процес 

центрований, то C
pk

 дорівнює C
p
, але за зміщення про-

цесу індекс зміщується від свого номінального зна-
чення, і C

pk
 стає меншим за C

p
. Високий C

pk
 буде лише 

у випадку, коли мету досягнуто за мінімального від-
хилення від середнього.

У випадку нецентрованості можна подати значен-
ня C

p
, обчисливши:

		       ( )pk 1 S pC k C= − .� (4)
Якщо процес центрований, то k

s
 дорівнює нулю 

і C
pk

 дорівнює C
p
. Зокрема, якщо, наприклад,

( )ВМД НМД

2SC
−

= , 

то k
s
 = 0. Проте, якщо процес зміщується відносно за-

даного центру, k
s
 збільшується і C

pk
 стає менше C

p
.

Розглянемо окремі моделі розподілу.
Експоненціальний (показниковий) розподіл.
Неперервна випадкова величина x має розподіл 

з параметром l > 0, якщо вона набуває лише позитив-
них значень, а  її густина розподілу p

x
(x) і  функція 

розподілу F
x
(x) мають відповідно вид:
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0,,

0,0,

x xe
p x

x
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x

≥l
=  <  

( )
0, 0,

0,1 ,x

x
F x

xex −l

≤
=  >−

1
Μ x =

l
,  

2

1
Dx =

l
,

	           M Mxx = , Dσ = x .� (5)
Нормальний розподіл.
Нормальний розподіл грає виключно важливу 

роль у теорії ймовірності та математичній статистиці. 
Випадкова величина x нормально розподілена з пара-
метрами a і s (СКВ), s >0, якщо її густина розподілу 
p

x
(x) має відповідно вид:

     
( )

21
21

2

x a

p x e
− −  σ 

x =
πσ

, M Mx ax = = , Dσ = x .� (6)

Розподіл Парето.
Густина ймовірності для випадкової величини, 

розподіленої за Парето, має вид:

( )
( )1
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x xx x
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        ( ) ( )
2

02
,
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D x

r
 x =

r − r −
 

Dσ = x , M Mxx = .� (7)

Розподіл Парето має математичне сподівання 
лише за r > 1, а дисперсію — лише за r > 2. Випадкова 
величина, розподілена за Парето, набуває значень 
тільки в області x...x

0
,  x

0
 > 0.

Логарифмічний нормальний (логнормальний) 
розподіл.
Випадкова величина x має логнормальний розпо-

діл з параметрами a і s, якщо випадкова величина ln x 
має нормальний розподіл з параметрами a і s. Функ-
ція розподілу і функція густини ймовірності логнор-
мального розподілу мають відповідно вид:
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,
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zF x e dlz
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		   M Mxx = , Dσ = x .� (8)
Логістичний розподіл.
Функція розподілу і функція густини ймовірності 

мають відповідно вид:

( ) 1

1 exp ,

F x
x a

x =
 −

+ − b 
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( ) 2
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1

1 exp ,
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p x
x a

x

 −
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b   −
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 M Mxx = ,

	       M ax = ,  
2 2

3
D

π b
x = ,  Dσ = x ,� (9)

де a і b — параметри розподілу.
За своїми властивостями логістичний розподіл 

дуже подібний на нормальний.
Бета-розподіл (b-розподіл).
Випадкова величина x має b-розподіл з  параме-

трами a
1
 й a

2
, якщо його функція густини ймовірнос-

тей має вид:

2 2

3
D

π b
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1

1 2

,
a

M
a a

x =
+

 ( ) ( )
1 2

2

1 2 1 2

,
1

a a
D

a a a a
x =

+ + +

1 0,a >  2 0a > , 

		  M Mxx = , Dσ = x .� (10)
Розподіл Вейбулла.
Випадкова величина x має розподіл Вейбулла з па-

раметрами l
0
 і a, якщо її функція розподілу і функція 

густини ймовірностей мають відповідно вид:
( ) ( )01 exp ,F x xx = − −l  ( ) ( )1

0 0exp ,a ap x ax x−
x = l −l

1

0

1
1 ,aM

а

−  x = l Γ + 
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2

2
0

2 1
1 1 ,aD

а а

−     x = l Γ + − Γ +        
� (11)

( ) 1

0

x x zГ z e dz
∞

− −= ∫  — гамма-функція Ейлера.

Dσ = x .
Розподіл Лапласа.
Випадкова величина x має розподіл Лапласа (дво-

сторонній експоненціальний розподіл) з  парамет
ром l, якщо її функція густини ймовірності має вид:

( ) ( )exp ,
2

p x xx

l
= −l

,x−∞ < < ∞  0,M Mxx = =

	       
22 / ,Dx = l  

( )ВМД НМД

2SC
−

= .� (12)

Критерій для застосування алгоритму порівняння 
та оптимізації на основі інформації щодо Mx та СКВ s 
може мати вид:

	

( ) ( )0 0
1 2

0 0

,
abs Mx Mx abs

Mx

− σ − σ
x + x < e

σ
� (13)

де z
1
, z

2
 — безрозмірні коефіцієнти вагомості; e — за-

даний малий параметр, який характеризує інтеграль-
ну похибку. Числові значення величин z

1
, z

2
, e задані, 

встановлюються на основі експертного методу.

Порівнюють значення e на основі співвідношен-
ня (13) для поданих в (5) — (12) розподілів. Міні-
мальне значення e (із отриманих восьми) дає мож-
ливість підтвердити, що реальний розподіл відпо-
відає теоретичному розподілу (наприклад розподі-
лу Вейбулла).

Наступний етап  — встановлення індексів при-
датності (відтворюваності) C

pk
, C

p
 за співвідношен-

нями (2) — (4). C
pk

 — показник настроєності про-
цесу (індекс налагодженості). Із урахуванням роз-
поділу показника якості продукції можна на основі 
індексів C

p
, C

pk
 робити оцінювання рівнів невідпо-

відностей.
Кількісну оцінку можливостей стабільного вироб-

ничого процесу можна проводити на основі індексів 
придатності за виконання наступних необхідних 
умов [3]: 1) процес знаходиться в статистично керо-
ваному стані (статистично стабільний); 2) розподіл 
індивідуального показника якості відповідає нор-
мальному закону; 3) технічні вимоги та інші встанов-
лені нормативи точно представляють потреби спожи-
вача; 4) задано центр та межі поля допуску.  

Для оптимізації процедури вибору розподілу ви-
користаємо функціонал якості (аналогічний функціо-
нал для задач інваріантного управління подано 
у праці [7]) з урахуванням коефіцієнта чутливості K 
і оберненого зв’язку:

      
( )( ) ( )

00

1
, , , , ,

kt

k k
k t

J P FB P f y u s K dt opt
t tx x = ⇒

− ∫ � (14)

де y — вектор заданих впливів (y
j
(t) — компоненти 

вектора, j = 1,2,…,n); u — вектор керувань; s — век-
тор невизначених збурень; [t

0
, t

k
]  — інтервал часу, 

в  якому розглядається процес (формування опти-
мальних значень параметрів Рxk

 , які характеризують 
розподіл k = 1, 2, …, m); m — число параметрів Рxk

, які 
розглядаються в даній задачі (для нормального роз-
поділу m = 2; Рx1

 = a; Рxk
 = s); ( ), , ,f y u s K  — функція, 

що відображає показник якості; FB(Рxk
)  — функція, 

яка характеризує обернений зв’язок (Feed-back) між 
параметрами розподілу Рxk

 та експериментальними 
даними з урахуванням коефіцієнта чутливості K і ду-
мок експертів. 

Компоненти коефіцієнта чутливості (sensitiveness) 
(K

sk
) для нормального розподілу у випадку стаціонарно-

го стану, коли ( ), , ,f y u s K  не залежить від часу, тобто

	   
( , ( )) ( , , , )k kJ P FB P f y u s K opt* x x = ⇒ ,� (15)

може бути розрахований за співвідношеннями, ана-
логічними [3]:

        

( )
( )

( )
( )1 2,      ,s s

g x g xa
K K

a g x g x
x x

x x

∂ ∂ σ
= ⋅ = ⋅

∂ ∂σ
� (16)

де 
( )g x

a
x∂

∂
, 

( )g xx∂

∂σ
  — середні в  часовому інтервалі 

[t
0
, t

k
] значення часткових похідних апроксимуючої
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функції, зокрема, gx (x, l
1
, l

2
)

 
за відповідними аргу-

ментами a, s. 
Якщо у співвідношеннях (15) замість gx(x, l

1
, l

2
)

 
 ви-

бираємо математичне сподівання чи дисперсію цього 
ж нормального розподілу, то отримаємо K

s1
 = K

s2
 = 1, 

що підтверджує достовірність (15). Тому для знаход
ження нормального розподілу з  оптимальними зна-
ченнями a, s можна розглядати, наприклад, дві гілки 
розподілу, перша  — що зростає до максимального 
значення, відповідного C

S
, друга — спадна від макси-

мального значення функції розподілу (за C
S
) у проти-

лежну сторону. В першій області апроксимуємо функ-
цією розподілу експоненціальною залежністю з мате-
матичним сподіванням l

1
, в другій — апроксимуємо 

функцію розподілу експоненціальною залежністю 
з математичним сподіванням l

2
. Тоді зображаємо ре-

зультуючу функцію розподілу кусковою експоненці-
альною залежністю типу 

        ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2, , , ,g x g x g xx x + x −l l = l ⋅θ + l ⋅θ .� (17)

Тут θ
+
, θ

-
  — одиничні функції Хевісайда. Така 

функція незручна для користування в обчислюваль-
них процедурах з використанням ЕОМ і, крім того, має 
сумнівний фізичний зміст, оскільки в точці x = C

S
 має 

гострий пік.
Наступним кроком буде апроксимація gx1

(x,  l
1
) 

у виді gx1
(x, a

1
, s

1
)

 
і відповідно апроксимація gx2

(x, l
2
)

 

у виді gx2
(x, a

2
, s

2 
). 

На основі (3), (15) — (17) сформулюємо обернену 
задачу щодо оцінювання оптимальних значень  ком-
понент  вектора u , які відповідають  оптимальним   
значенням C

S
 (центра розподілу (C

S
 = a для нормаль-

ного), чи k в (4)) і задовольняють умову (13). Компо-
ненти вектора оптимальних керувань трактуємо як 
алгоритм послідовних наближень, з допомогою якого 
звужуємо межі допусків (±3s), прямуючи до діапазо-
ну 6s (який є оптимальним, тобто відповідальним за 
рівень якості виробничого процесу). Чому відзразу 
недоцільно дві гілки розподілу апроксимувати залеж-
ностями gx1

(x, a
1
, s

1
) і  gx2

(x, a
2
, s

2
)? Бо кожна із них 

містить два невідомі параметри на відміну від gx1
(x, l

1
)  

і gx2
(x, l

2
), які містять l

1
 і l

2
.

Наступний крок алгоритму — використання спів-
відношень:
	   1 2 1 2| | min,      | | min.a a− ⇒ σ − σ ⇒ � (18)

На основі (3), (13), (15) — (18) можна визначити 
оптимальні значення компонент вектора u (вектора 
керувань), які відповідають оптимальним значен-
ням C

S* (центру розподілу (C
S* = a* для нормального), 

чи k* в  (4)) і  відповідно результуюче значення дис-
персії s*.

Виходячи з  початкових залежностей gx1
(x,  l

1
) 

і gx2
(x,l

2
), які містять l

1
 і l

2
, можна проводити анало-

гічну процедуру і  для іншого розподілу, наприклад, 
розподілу Вейбулла (тобто визначати параметри l

0
 

і a).

Встановлення оптимального розподілу непевнос-
тей виміряних величин відповідного виробничого 
процесу ґрунтується на аналітичних співвідношен-
нях (3), (13), (15) — (18). 

Методика застосування індексів придатності 
передбачає [8]: 1) стабілізувати процес; 2) розра-
хувати індекси придатності; 3) визначити стабіль-
ність процесу і  зробити висновки щодо його при-
датності; 4) на основі оптимізаційної задачі (3), 
(13), (15) — (18) визначити компоненти вектора u 
і параметри розподілу, який найбільш точно відпо-
відає експериментальний даним. Результатом за-
дачі (3), (13), (15) — (18) також буде оптимальне 
значення функціоналу якості щодо встановлення 
оптимального розподілу.

Слід мати на увазі, що одноразовий контроль 
числових індексів може дати надійні результати 
лише за вибірки понад 100. Висока придатність 
процесу, як правило, призводить до зниженої собі-
вартості продукції, якщо врахувати витрати на ре-
кламацію, пов’язану з  низькою якістю продукції, 
що випускається. Хоча досягнення високої якості 
продукції збільшує витрати виробництва, потрібно 
пам’ятати, що збитки, зумовлені низькою якістю, 
втрати частки ринку і  тому подібні наслідки мо-
жуть набагато перевищити витрати на контроль 
якості.

ВИСНОВОК
Сформульовано обернену задачу в  результаті 

якої можна буде вибрати із заданих 8 розподілів 
той, який найточніше відповідає експерименталь-
ному. На основі отриманого розподілу можна буде 
розробляти рекомендації (алгоритми) щодо визна-
чення оптимальних значень компонент вектора ке-
рувань u (практичного характеру залежно від типу 
виробничого процесу), які забезпечуватимуть зву-
ження діапазону меж допусків (ВМД, НМД). Записа-
ні аналітичні співвідношеннях (3), (13), (15) — (18) 
складають основу концептуальної моделі для вста-
новлення оптимального розподілу непевностей ви-
міряних величин відповідного виробничого про
цесу.

Згідно із статистикою, більшість виробничих 
процесів призводять до великої кількості помилок, 
що спричиняє не лише втрати для бізнесу, але 
і людські жертви. Сьогодні багато компаній вважа-
ють, що рівень якості, який вимірюється одиниця-
ми відсотків, перестає бути прийнятним, і ставлять 
перед собою орієнтир у  галузі якості  — на рівні 
тисячної долі відсотка, фокусуючи увагу не на 
збільшенні капіталовкладень, а  на удосконаленні 
процесу управління виробництвом.

Крім того, сучасний рівень технологій виклю-
чає старий рівень прийнятності якості продукції.
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ЛІТЕРАТУРА

НОВИНИ ISO

Для виробників харчової продукції і  нагля-
дових органів безпека є  одним з  найваж

ливіших аспектів. Як можна проконтролювати, що 
система управління безпекою харчової продукції 
(FSMS) відповідає передовій світовій практиці? У цьо
му вам допоможе стандарт ISO 22004.

Цей стандарт входить до тієї ж  серії стандартів, 
що й ISO 22000 — міжнародний стандарт, що регла-
ментує управління безпекою харчової продукції. На 
відміну від інших подібних систем, ISO 22000 пропо-
нує унікальні додаткові можливості щодо контролю-
вання ризиків. Більшість систем управління безпе-
кою харчової продукції (СУБХП) потребують упровад
ження програм необхідних умов (PRPs) та критичних 
контрольних точок (CСРs). До зазначених вище ви-
мог стандарт ISO   22000 додає третій рівень вимог: 
програми необхідних експлуатаційних умов (OPRPs).

Чим може бути корисний цей стандарт?
Стандарт ISO 22004 доповнює ISO 22000 і  містить  

настанову  щодо його застосування, але не включає 
нових вимог. Оскільки він є настановою, у ньому де-
тально викладено інформацію щодо  окремих галузей.

Голова робочої групи, що розробила стандарт, 
Клаус Хеггум прокоментував документ: «Якщо ви 
розробляєте систему контролю харчової продукції 
та не знаєте, як класифікувати різні контролювальні 
заходи з  програми управління ризиками, то стан-

дарт ISO 22004 допоможе вам розібратися з програ-
мами PRP, OPRP і CCP, що не завжди просто».

У  стандарті ISO 22004 викладено щодо заходів 
PRP, як миття рук, забезпечення чистоти приміщен-
ня, у  яких  обробляють їжу, або базову програму 
прибирання приміщень.

Заходи CCP, у  свою чергу, є  найголовнішими та 
ефективнішими щодо зниження ризиків, наприклад, 
варіння чи нагрівання, що вбивають бактерії.

OPRP визначає проміжні заходи щодо убезпечен-
ня, наприклад, заморожування під час зберігання.

Стандарт ISO 22004 включає додаткові поняття, 
такі як опис відмінностей між моніторингом, вери-
фікацією і валідацією. Він спрощує адаптацію стан-
дарту ISO 22000 до ваших конкретних потреб.

Для кого призначений стандарт?
Стандарт ISO 22004 стане в нагоді в будь-якій ор-

ганізації, що входить до ланцюжка постачань харчо-
вої продукції та має за мету запровадити СУБХП згід-
но з  вимогами  стандарту ISO 22000, починаючи 
з  виробників кормів, харчових продуктів, переві-
зників, складів і  субпідрядників, і  закінчуючи роз-
дрібними магазинами, організаціями харчування, 
організаціями-партнерами, зокрема виробниками 
устатковання, паковання,  засобів для чищення, до-
бавок та інгредієнтів. Він також буде корисним 
у сервісних організаціях. 

Новий стандарт допоможе оцінити правильність застосування системи 
управління безпекою харчової продукції
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